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Introduction

En théorie des schémas [14], on associe a tout anneau commutatif un espace topologique,
son spectre premier, dont les points sont les idéaux premiers de I'anneau. Cet espace porte de
plus un faisceau d’anneaux, qui correspond aux fonctions sur cet espace et permet de recons-
truire I'anneau de départ. On obtient ainsi une dualité trés riche entre algebre et géométrie,
qui de nos jours sert de langue commune a I'étude de la géométrie algébrique.

A partir de 1993, R. Huber a étendu ce point de vue dans la série de papiers [16] [17]
en associant a certains anneaux topologiques non-archimédiens des espaces appelés spectres
adiques. Les points sont cette fois des classes d'équivalences de valuations sur les anneaux
considérés, tandis que I'espace ambiant est muni d'un faisceau d’anneaux topologiques, per-
mettant a nouveau de retrouver I'anneau originel. Il définit alors les espaces adiques comme
recollements de spectres adiques. La théorie des schémas s’exprime naturellement dans ce
contexte, en considérant tout anneau commutatif comme muni de la topologie discrete.

Huber fait également remarquer que la catégorie des espaces adiques contient naturelle-
ment les catégories des schémas formels (avec des conditions de finitude) [14] et des espaces
rigides analytiques définis par J. Tate [32]. Il a ensuite écrit un livre [18] sur la cohomologie
étale des espaces adiques (avec des hypothéses noethériennes) ol il montre notamment que
ces derniers permettent de retrouver la cohomologie étale des espaces rigides de Tate.

Les espaces adiques paraissent donc étre de bons candidats pour développer une géométrie
analytique non-archimédienne, par analogie avec la géométrie analytique complexe. |l semble
néanmoins qu'ils furent peu utilisés, du moins jusqu'a l'introduction inattendue des espaces
perfectoides par P. Scholze dans sa thése [28] en 2012, motivé par des questions portant sur
la cohomologie [-adique de variétés projectives lisses sur un corps p-adique. Scholze définit en
effet une certaine classe d'espaces adiques, construits comme recollements de spectres adiques
d'anneaux perfectoides. Ces derniers sont des anneaux topologiques ot le nombre premier p est
trés ramifié et ol tout élément est bien approximé par une racine p-ieme d'un autre élément,
ce qui revient a demander a ce que I'anneau soit parfait s'il est de caractéristique p.

Il montre également que tout anneau perfectoide peut se basculer, procédé produisant
naturellement un anneau perfectoide de caractéristique p. Le foncteur de basculement induit
une équivalence de catégories entre les algebres perfectoides sur un anneau perfectoide A et
celles sur son basculé A°, d'une facon compatible avec les morphismes étales. Cela permet
de ramener |'étude de la cohomologie étale d'objets perfectoides de caractéristique 0 a celle
d'objets perfectoides de caractéristique p. On peut donc découper les problemes en deux
parties : réussir a redescendre une solution a un probleme apres changement de base par un
anneau perfectoide, et résoudre le probléme en caractéristique p, ou la situation est facilitée par
la présence de I'automorphisme de Frobenius. Scholze démontre de cette facon de nouveaux
cas de la conjecture de monodromie-poids, en les réduisant a des cas déja traités par P. Deligne
en caractéristique p et en utilisant les résultats de comparaison de Huber.
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Scholze a ensuite donné une série de cours en 2014 a I'université de Berkeley, ou il a
présenté le formalisme des diamants, qui sont des recollements d'espaces perfectoides selon
des relations d'équivalences pro-étales, dans |'optique d'adapter en caractéristique mixte des
constructions utilisées dans des travaux de V. Drinfeld, L. Lafforgue et V. Lafforgue sur la
correspondance de Langlands pour les corps de fonctions. A ce titre, il a exposé de maniére
trés claire et concise la théorie des espaces adiques et perfectoides. Les notes de ces cours ont
ensuite été rédigées avec J. Weinstein, donnant lieu a la publication du livre [30].

L'objectif de ce mémoire était donc de s'approprier le contenu de [30, Lectures 2-7], en
regardant des exemples et en apprivoisant le formalisme général, ce dernier devenant de plus
en plus utilisé en géométrie analytique non-archimédienne. L'organisation de ce document
reflete de fait ma compréhension chronologique et ma connaissance partielle de ces vastes
sujets.

Outre les papiers fondateurs de Huber et Scholze, une importante littérature commence
maintenant 3 exister sur ces sujets. J'ai particulierement consulté les notes de cours de S.
Morel [23] et de M. Morrow [24], le livre récent de L. Ramero [27] et les chapitres écrits par
Weinstein [34] et K. S. Kedlaya [19] dans le livre [1] issu de la Arizona Winter School 2017,
consacrée aux espaces perfectoides. J'en profite pour faire référence aux notes de cours trés
récentes (et en cours d'écriture) de L. Fargues [9], pour une exposition prenant en compte les
derniers développements.
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Conventions. On notera N = {0,1,...} I'ensemble des entiers positifs. On fixera dans
I'ensemble de ce document un nombre premier p. On notera aussi Z, |'anneau des entiers
p-adiques, Q, le corps des nombres p-adiques et F,((7")) le corps des séries de Laurent en la
variable 7" a coefficients dans le corps fini F, a p éléments.

Tous les anneaux seront commutatifs et unitaires, les morphismes d'anneaux enverront
1 vers 1 et Spec(A) désignera le spectre premier d'un anneau A muni de sa topologie de
Zariski. Si p est un idéal premier d'un anneau A, on notera x(p) := Frac(A/p) le corps des
fractions de I'anneau intégre A/p. Si A et B sont des anneaux topologiques, tout morphisme
d'anneaux A — B sera (sauf mention contraire) supposé continu.

On notera C I'inclusion d'ensembles au sens large. Soient I une petite catégorie, C une
catégorie et F': [ — C un foncteur. On appellera limite du diagramme défini par F' un objet
A de C avec une transformation naturelle § : A; = F du foncteur Ay : I — C constant égal
a A vers F, de sorte que si A’ € C vient avec une transformation naturelle ¢’ : A} = F
alors cette derniére se factorise de facon unique par 9. La limite de F', lorsqu’elle existera, sera
notée lim_ F(i) ou simplement Jim, F(7). On définit de facon analogue la colimite (A, 0)
de F', notée ligqiel F(i) ou hﬂf F(7), la transformation naturelle étant cette fois de la forme
0: F = A].

On utilisera librement I'axiome du choix et ses conséquences (tout anneau non nul a un
idéal maximal, un produit quelconque d'espaces topologiques compacts est compact,.. .).



Chapitre 1

Géomeétrie sur les espaces adiques

Nous commencerons ce chapitre par des généralités sur les valuations de rangs quelconques
sur un anneau. Nous expliquerons le lien indissociable qu’'elles auront avec les anneau de
valuations des corps. Cela nous permettra de définir le spectre valuatif d'un anneau : ce sera
un espace topologique constitué de I'ensemble des valuations envisageables (a équivalence
prés) sur I'anneau et dont la formation sera fonctorielle en celui-ci.

Nous étudierons ensuite les anneaux et paires de Huber ainsi que leurs propriétés. Les
anneaux de Huber seront une bonne classe d'anneaux topologiques non-archimédiens, dé-
finis comme étant des anneaux topologiques admettant un sous-anneau ouvert muni d'une
topologie I-adique, pour un idéal I de type fini de ce sous-anneau. lls seront adaptés aux
questions de géométrie algébrique non-archimédienne car ils fourniront un cadre englobant
les anneaux commutatifs (avec la topologie discréte), les anneaux portant une topologie I-
adique, briques de base des schémas formels, les algebres topologiquement de type finies sur
un corps non-archimédien, rencontrées en géométrie rigide analytique, et les anneaux perfec-
toides qui permettront de construire les espaces perfectoides. Par nécessité de souplesse, nous
considérerons plutét des paires de Huber (A, AT), formées d'un anneau de Huber A et d'un
sous-anneau A ouvert et intégralement clos dans A, dont les éléments seront a puissances
bornées. De tels sous-anneaux permettront de traiter les phénomenes au niveau entier.

Aprés des généralités, nous introduirons les morphismes adiques, définirons les anneaux
de Tate (dont les anneaux perfectoides seront des cas particuliers) et étudierons certaines
constructions envisageables : quotient, complétion, anneaux de polyndmes, séries convergentes
et localisation. Nous définirons enfin la notion de valuation continue sur un anneau de Huber
et dirons quelques mots sur les corps non-archimédiens et leurs séries convergentes.

Le pendant géométrique sera I'objet de la section 1.3. A toute paire de Huber (A, A™) sera
associée son spectre adique Spa(A, A1). Ce sera un espace spectral c'est-a-dire homéomorphe
a |'espace topologique du spectre premier d'un anneau, ou de facon équivalente, un espace
quasi-compact avec une base d'ouverts quasi-compacts stable par intersections finies et tel que
tout fermé irréductible posséde un unique point générique. Le spectre adique de (A, A™) sera
défini comme I'ensemble des (classes d'équivalences de) valuations de A qui seront majorées
par 1 sur A™. Nous le doterons d'un couple de préfaisceaux d'anneaux topologiques complets
et d'une valuation sur la fibre de chaque point. Ces préfaisceaux de fonctions auront le bon
golt d'étre des faisceaux dans les cas nous intéressant. Nous étudierons alors la structure
d'anneau local et la valuation induite sur la fibre de chaque point. Nous donnerons également
des éléments de démonstration du théoreme d’acyclicité de Tate dans le cas des anneaux de



Tate stablement uniformes, condition vérifiée par les anneaux perfectoides. Ce théoreme nous
permettra de montrer dans le chapitre 2 que le préfaisceau du spectre adique d"un anneau
perfectoide sera un faisceau d'anneaux topologiques et d'obtenir |I'annulation des groupes de
cohomologie du faisceau structural en degrés strictement positifs.

Nous construirons ensuite les espaces adiques comme recollements de spectres adiques,
d'une facon analogue a la définition des schémas. Cela nous permettra de définir les espaces
adiques analytiques qu'on pourra considérer comme étant au coeur de la géométrie analytique
non-archimédienne. Nous discuterons ensuite la notion de corps résiduel complété d'un point
d'un espace adique et caractériserons les points des espaces adiques par les morphismes depuis
les spectres adiques de corps affinoides. Nous terminerons le chapitre par quelques exemples
d’'espaces adiques.

Nous renverrons a la littérature pour les démonstrations de plusieurs énoncés qui auraient
demandées une longue exposition. Cela sera notamment le cas des différents théoremes de
spectralité, qui auraient nécessité d'étudier en détail la relation de spécialisation sur le spectre
valuatif d'un anneau de Huber.

1.1 Valuations

1.1.1 Premiéres définitions et propriétés
On fixe un anneau A.

Définition 1.1.1. Un groupe abélien totalement ordonné est un groupe abélien T' (noté
multiplicativement) muni d'une relation d’ordre total < telle que,

Va,B,v €, (a<B)= (ya<9p).

Un morphisme de groupes abéliens totalement ordonnés est un morphisme de groupes crois-
sant.

Définition 1.1.2. Soit ' un groupe abélien totalement ordonné.

(i) Soit 0 un symbole distinct de tous les éléments de I'. On étend la loi interne et la
relation d'ordre total de I' a ' U {0} en posant, pour tout v € T,

0<vy et O0-y=~v-0=0.

Le monoide multiplicatif totalement ordonné ainsi obtenu est noté I'.

i) Si ¢ : ' — I est un morphisme de groupes abéliens totalement ordonnés on note
2
¢o : g — I’ le morphisme de monoide croissant prolongeant ¢ par ¢,(0) := 0.

Définition 1.1.3. Une valuation sur A est une application |-| : A — Ty, pour I un groupe
abélien totalement ordonné, vérifiant

0j=0, |1|=1, Va,be€ A, |ab| =la|-|b] et |a+ b < max(|al,|b]).

Remarque 1.1.4. On notera la condition ultramétrique sur I'inégalité triangulaire, excluant
de fait les valeurs absolues archimédiennes usuelles sur les corps de nombres, sur R ou sur
C. La terminologie est un peu malheureuse ici car elle rentre en conflit avec la notion de
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valuation (additive) définie (par exemple) dans Bourbaki ([5, Chapitre VI, §3.1, Définition 1])
c'est-a-dire d'une application v : A — I'U{+o0} (avec I" un groupe abélien additif totalement
ordonné étendu par v < +oo et v + (+00) = +00) vérifiant

v(0) = 400, v(1) =0, v(ab) =v(a)+ v(b) et v(a + b) = min(v(a), v(b)).

On pourrait étre tenté (trés brievement) d'appeler nos valuations des semi-normes multiplica-
tives ultramétriques généralisées (ou de rang supérieur, voir la définition 1.1.15). Etant donné
qu'on peut passer d'une valuation multiplicative v a une valuation additive en considérant —v,
et réciproquement, la distinction entre valuations additives et multiplicatives réside purement
dans I'exposition ; c'est pourquoi nous nous bornerons a cette terminologie plus légere.

Définition 1.1.5. Soit || : A — Iy une valuation. On note supp(]-|) le support de la
valuation, défini par
supp(|-[) := {a € A, [a| = 0}.

Lemme 1.1.6. Soit |-| : A — 'y une valuation.
(i) Le support supp(]-|) de la valuation est un idéal premier p de A.

(i) On note k(p) := Frac(A/p) et . : A — k(p) le morphisme canonique. Alors il existe
une unique valuation |-|" sur x(p) telle que |-| = |- o ¢.

Démonstration. (i) C'est une conséquence de la définition de la loi interne de I" U {0}.

la|

(i) On étend la valuation a A/p par a +p > |a| puis a x(p) par § — 5
immédiatement que cela donne une valuation |-|" : k(p) — Ty telle que |-| = || o ¢.
L'unicité découle de la surjectivité de A — A/p et du fait que tout élément inversible
a € A vérifie |a™t| = |a| 7.

On Vérifie

[]

Définition 1.1.7. Soient |-| : A — Iy et |-|': A — I'{, deux valuations sur A. On dit que ces
valuations sont équivalentes si il existe une valuation |-| : A — I'] et des morphismes injectifs
de groupes abéliens totalement ordonnés ¢ : I — I" et ¢ : I — I” faisant commuter le
diagramme

A
|
N [EANgY!
r
NN
Ty r,

Lemme 1.1.8. Soient |-| : A — I'g et |-|' : A — I deux valuations sur A. Les propositions
suivantes sont équivalentes.

(i) Les valuations || et || sont équivalentes.
(i) Pour tous a,b € A, on a |a| < || si et seulement si |a| < |b]".
(iii) On a
supp(|]-]) = supp(]-]') et {a€ A, |a| <1} ={a€ A, |a| <1}
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Démonstration. Montrons (i) = (ii). Soient a,b € A. Avec les notations de la définition
1.1.7, si |a| < |b] alors ¢(|al”) < ¢(|b]") donc |a|” < |b|” car ¢ est croissante injective, puis
la|" = ¥(lal”) < (]b]") = |b|'. Par symétrie on obtient I'équivalence

jal < b <= al" < [b]"

Montrons (i) = (iii). L'égalité des supports vient du fait que |a| =0 <= |a| < |0]. La
deuxieme égalité découle de |1| =1 = [1]’.

Montrons (iii) = (i). On note p le support commun a || et |-|". Le lemme 1.1.6 permet
alors de considérer ces valuations comme définies sur x(p) et donc se ramener au cas ou A
est un corps K. Pour tous a,b € K*, on a

donc
la| < [b] <= lal" < [B].

On note ¢ : |[K*| < I' le morphisme d'inclusion et on définit ¢ : [K*| = IV, |a| — |a|’. Les
applications ¢ et 1) sont des morphismes injectifs de groupes abéliens totalement ordonnés.
On obtient immédiatement que la valuation |-| — |K*| et les morphismes ¢, vérifient la
définition 1.1.7, ce qui montre que les valuations || et |-|" sont équivalentes. O

Remarque 1.1.9. Dorénavant, si = est une classe d'équivalence de valuations, on notera
|- ()| une valuation représentant z. On vérifiera que toute définition relative a une valuation
est bien définie a équivalence prés. C'est par exemple le cas du support d'une valuation
(définition 1.1.5).

Définition 1.1.10. Soit I" un groupe abélien totalement ordonné. Un sous-groupe A de I
est un sous-groupe convexe de I' si pour tous 9,0’ € A et tout v € I" tels que 6 <y < ¢ on
avyeA.

Lemme 1.1.11. Soit ' un groupe abélien totalement ordonné et A, A’ deux sous-groupes
convexes de . Alorson a A C A’ ou A’ C A.

Démonstration. Supposons A ¢ A’ et soit v € A\ A’. Quitte a remplacer  par 7! on a
v < 1. Soit § € A’. On ne peut avoir § < v < 1ni 6! <y <1car A est convexe et que
v& A Onadoncy<d<1louy<d ! <1 Celadonne§ € A par convexité de A.  [J

Définition 1.1.12. Soit I' un groupe abélien totalement ordonné. On note Spec I I'ensemble
des sous-groupes convexes de I', appelé le spectre de I". A un morphisme ¢ : ' — 1" de
groupes abéliens totalement ordonnés on associe |'application

Spec ¢ : SpecT” — Spec', A’ o H(A).
La formation du spectre d'un groupe abélien totalement ordonné est fonctorielle.

Définition 1.1.13. Soit I' un groupe abélien totalement ordonné. On appelle rang convexe
de I" la borne supérieure dans N U {400} des entiers n > 0 tels qu'il existe une chaine

d'éléments de SpecI'.
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Exemple 1.1.14. (i) L'ensemble Z des entiers relatifs est un groupe abélien convexe to-
talement ordonné de rang 1.

(ii) Le logarithme induit un isomorphisme de groupes abéliens totalement ordonnés R* ==
R ; leur rang convexe commun est 1, par la caractérisation des sous-groupes de R. Plus
généralement, tout sous-groupe convexe non trivial de R% a pour rang convexe 1.

(iii) Si T, I" sont deux groupes abéliens totalement ordonnés, on munit le produit I' x I'" de
I'ordre lexicographique. Le rang convexe de I' x I" est alors la somme du rang convexe
de I' et du rang convexe de I".

Définition 1.1.15. (i) Soit |-| : A — I'y une valuation. Le sous-groupe de I" engendré par
' N |A] est noté I'|,| et appelé le groupe des valeurs de la valuation.

(i) On appelle rang d’'une valuation de A le rang convexe de son groupe des valeurs. Une
valuation de rang 0 sera dite triviale. Ce sont les valuations de groupes des valeurs égaux

a{l}.
Proposition 1.1.16. Soit I' # {0} un groupe abélien totalement ordonné. Les propositions
suivantes sont équivalentes :
(i) T a pour rang convexe 1;
(ii) Il existe un morphisme injectif I' < R* de groupes abéliens totalement ordonnés;
(iii) T est archimédien, i.e. pour tous éléments = > 1 et y > 1 de I, il existe un entier n > 0
tel que 2™ > y.
Démonstration. Voir [5, Chapitre VI §4.5 Proposition 8]. O

Remarque 1.1.17. Ainsi, on considérera toute valuation de rang 1 comme étant a valeurs
dans R,.

Définition 1.1.18. On dit qu’une valuation de rang 1 est une valuation discréte si son groupe
des valeurs est isomorphe a Z.

1.1.2 Valuations sur un corps

On regroupe ici plusieurs énoncés généraux sur les anneaux de valuations sur un corps, qui
correspondent aux classes d’équivalences de valuations sur ce dernier. On pourra consulter [5,
Chapitre VI, §1] ou [27, §8.1.1].

On fixe un corps K.

Définition 1.1.19. Un sous-anneau V' de K est un anneau de valuation de K si pour tout
reEK,onazeVouzrteV.

Proposition 1.1.20. (i) Tout anneau de valuation V' de K est local et intégralement clos;
on note my son idéal maximal.

(ii) On considere I'ensemble des couples (A, my) avec A un sous-anneau de K et m, un
idéal maximal de A, partiellement ordonné par

(A,mA) < (B,mB) <— ACBetmy=ANmg.

Alors les éléments maximaux pour cet ordre sont exactement les anneaux de valuation
de K.
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(iii) Soit V' un anneau de valuation de K et V' un sous-anneau de K vérifiant V C V' C K.
Alors V' est un anneau de valuation de K.

Proposition 1.1.21. Pour toute classe d'équivalence de valuations = de K, I'ensemble
V={{a€K, |a(z) <1}
est un anneau de valuation de K, d'idéal maximal
my = {a € K, |a(x)| < 1}.

Réciproquement, si V' est un anneau de valuation de K, I'application quotient K * — K> /V*
étendue par 0 — 0 induit une valuation sur K, de groupe des valeurs K*/V*U{0}, ou I'ordre
total sur K= /V* est défini pour tous a,b € K* par

VX K BVX = %ev.

Ces applications décrivent une bijection entre I'ensemble des classes d'équivalence de va-

luations de K et I'ensemble des anneaux de valuations de K.

Proposition 1.1.22. Soient V' C V' des anneaux de valuation de K.
(i) Onamy Cmy CV C V.
(i) L'idéal my~ est un idéal premier de V et V' =1, .

(iii) L'anneau V/my. est un anneau de valuation du corps V' /my..
)

(iv) Soit W un anneau de valuation du corps V’/my~. Alors I'image réciproque W de W
par la projection V/ — V’/my est un anneau de valuation de K.

Démonstration. Voir [21, Theorem 10.1] ou les références citées ci-dessus. ]

Remarque 1.1.23. Ainsi, si V' est un anneau de valuation de K, tout anneau de valuation
de K contenu dans V' provient d'un anneau de valuation du corps V/my .

Proposition 1.1.24. Soit V' un anneau de valuation de K. On note I'y le groupe des valeurs
de la valuation correspondant a V' par la proposition 1.1.21.

(i) On note ZR(K,V) I'ensemble des anneaux de valuation de K contenant V. Alors
I'application
ZR(K,R) — Spec(V), V' my
est une bijection décroissante pour l'inclusion, d'inverse
Spec(V) = ZR(K,R), p+—V,.
(ii) L'application
Spec(V) — Spec(l'v), p > {y €Ty, VYa € p |a(z)| < min(y,7")}
est une bijection décroissante pour l'inclusion, d'inverse
Spec(I'y) — Spec(V), A {a eV, Vo € A |a(z)| < d}.
(iii) En particulier, le spectre premier de V' est totalement ordonné pour I'inclusion et la
dimension de Krull de V' est égale au rang convexe de la valuation associée a V.

Remarque 1.1.25. Soit V' un anneau de valuation de K. Les propositions 1.1.22 et 1.1.24
nous permettent ainsi de mieux comprendre les anneaux de valuations de K contenues dans
V' ou contenant V. Géométriquement, nous verrons que cela permettra de comprendre les
spécialisations ou générisations (verticales) du point correspondant a V. Voir la remarque
1.1.33.
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1.1.3 Spectre valuatif

Soit A un anneau. On rappelle la définition d'une base d’ouverts d'un espace topologique
dans la définition A.1.1 de |'annexe; nous demandons par convention qu'une base d'ouverts
soit stable par intersections finies.

Définition 1.1.26. On appelle spectre valuatif de A et on note Spv(A) I'ensemble des
classes d'équivalences de valuations de A. On munit Spv(A) de la topologie engendrée par
les ensembles

0 (1) = o esovia, 110

< lg()] et [g(x)] # 0}

pour f,g € A. On appelle ouverts rationnels les ouverts de Spv(A) de la forme

(fh--g-?f ) — { € Spv(A), ¥i € [Ln], [fi(@)] < g(@)] et lg(x)| # 0}

pour fi,..., fn,g € A. Alors les ouverts rationnels forment une base d'ouverts de Spv(A).

On a ainsi un foncteur Ann°® — Top associant a un anneau A son spectre valuatif Spv(A)
et a un morphisme d'anneaux A — B I'application continue envoyant z € Spv(B) vers la
classe d'équivalence de la valuation |-(z)| o f € Spv(A).

Démonstration. Notons que tout ouvert de la forme U @) pour f,g € A est un ouvert
rationnel. Vérifions que I'ensemble des ouverts rationnels de Spv(A) est stable par intersections
finies. Soient U (%) et U (%) deux ouverts rationnels. On a

U(flw'-)fn) <f1a" f/>
g g

= {z € Spv(A), Vi,j |fig ()], laf}(@)| < |gg'(x)] et |gg'(z)] # 0}

99’

En particulier, toute intersection finie d'ouverts de la forme U( ) pour f;,g; € A, est un

ouvert rationnel. Par définition de la topologie engendrée par les U (;) pour f,g € A, on

obtient ainsi que tout ouvert de Spv(A) est une réunion d'ouverts rationnels; ces derniers
forment donc une base d'ouverts de Spv(A). O

Corollaire 1.1.27. L'application associant a € Spv(A) le couple

(supp(z), {a € K(supp(x)), |a(z)| <1})

induit une bijection entre Spv(A) et I'ensemble des couples (p, V') pour p € Spec(A) et V un
anneau de valuation de x(p). L'application réciproque associe a (p, V') la classe d'équivalence
de la valuation

A — k(p) — (k(p)*/V*U{0}).
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Démonstration. C'est une conséquence du lemme 1.1.6 et de la proposition 1.1.21. [

Remarque 1.1.28. Soient K un corps et V un anneau de valuation de K, associé a la
valuation = € Spv(K). On notera que pour tout f,g € K*, on a

uun<mun¢¢§ev

et pour h € K, |h(x)| = 0 si et seulement si h = 0. En voyant les points de Spv(K’) comme
les anneaux de valuation V' de K, les ouverts rationnels de Spv(K’) sont donc les ouverts

U (fl’g’f"> = {V € Spv(K), Vi € [1,n] J; € V}

pour f1,...,fn € Ketge K*.
On utilise la bijection du corollaire 1.1.27 dans la proposition suivante.

Proposition 1.1.29. On rappelle que Spec(A) est muni de sa topologie de Zariski.

(i) L'application support induit une application continue surjective
supp : Spv(A) — Spec(A), (p,V) +— p.

Une section continue est donnée par
s+ Spec(A) — Spv(A), p = (p, £ (p))-

C'est I'application associant a p € Spec(A) la composée de la projection A — A/p et
de la valuation triviale s, : A/p — {0, 1} envoyant tous les éléments non nuls vers 1.

(i) Pour tout p € Spec(A), I'application
supp” ' (p) = Spv(s(p)),  (p.V) =V

induit un homéomorphisme entre la fibre supp~!(p) munie de la topologie induite par
Spv(A) et Spv(r(p)).

Démonstration. (i) Soit f € A. On a

wmf%DU»={x€&wM%V@H#0}:U(2>

donc supp est continue. |l est clair que s est une section. Soient fi,..., f,,g € A. On
a
71 (U <fl”f”)> = D(g).
g

14
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(i) 1l est clair que cette application est une bijection. Pour montrer que c’est un homéomor-
phisme, on utilise la remarque 1.1.28 pour décrire les ouverts rationnels de Spv(x(p))

en terme de ses anneaux de valuations. Soient fi,..., f,,g € A. Si g € p (autrement
dit si g n'est pas inversible dans x(p)) on a
o (A P
et sinon on a
U (fl’”g"fn> Nsupp *(p) = {(p,V) € Spv(A), Vi € [1,n] jg; € V}.

Dans le second cas, |'ouvert de droite est envoyé vers |'ouvert rationnel
) i
V € Spv(k(p)), Vi € [1,n] 7 eV

de Spv(k(p)). On obtient ainsi une bijection entre les ouverts rationnels de Spv(A) ren-
contrant supp ™! (p) et les ouverts rationnels de Spv(r(p)) ; cela montre que I'application

considérée est un homéomorphisme.
O

On consultera la définition A.1.2 d'un espace topologique spectral.

Théoréme 1.1.30. L'espace topologique Spv(A) est spectral. Une base d'ouverts quasi-
compacts est donnée par les ouverts rationnels.

Démonstration. L'idée est la suivante. On considére I'application « : Spv(A4) — {0, 1}4*4,
définit par, étant donné = € Spv(A) et (f,g) € A X A, (a(x))t,q) = 1si [f(z)| < |g(2)
et 0 sinon. On munit {0,1} de la topologie discrete et {0, 1}**4 de la topologie produit, ce
qui en fait un espace compact. On montre alors que I'application « est continue, injective,
d'image fermée (donc compacte) et T. On vérifie aussi que I'image d'un ouvert rationnel
est ouverte et fermée pour la topologie induite. Un théoreme d'Hoschster permet alors d'en
déduire la spectralité de Spv(A). Pour les détails, voir par exemple [16, Proposition 2.2], [23,
Theorem 1.2.6.1] ou encore [27, Théoreme 8.100]. O

La notion de spécialisation (ou de générisation) dans un espace topologique est rappelé
dans la définition A.1.5 de I'annexe.

Remarque 1.1.31. Comme Spv(A) est spectral, la relation de spécialisation (ou de générisa-
tion) sur Spv(A) est une relation d'ordre (lemme A.1.6). Soient x,y € Spv(A). La topologie
est engendrée par les ouverts

{z € Spv(A), [f(2)] < lg(2)| # 0},

donc y est une spécialisation de x si et seulement si, pour tout f,g € A,

(IfW)l < l9(y)| # 0) = (If(2)| < lg(z)| # 0).

En particulier, soit K un corps et V, V'’ deux anneaux de valuation de K, vus comme des
points de Spv(K). Alors V' est une spécialisation de V' si et seulement si V C V.
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Définition 1.1.32. Soit x € Spv(A), de support p. Soit y € Spv(A) une spécialisation de =
dans Spv(A). On dit que y est une spécialisation verticale de x (ou que x est une générisation
verticale de y) si y € supp~!(p) = Spv(r(p)), c'est-a-dire si supp(y) = supp(z).

Remarque 1.1.33. Soit 2 = (p, V') € Spv(A) . On note k(z) := k(p). La remarque 1.1.31 et
la proposition 1.1.24 permettent donc de paramétriser les générisations verticales de x selon,
au choix, les anneaux de valuation de k() contenant V, les idéaux premiers de V' ou les sous-
groupes convexes de I',. Ainsi, I'ensemble des générisations verticales de = est totalement
ordonné. En particulier, si  n'est pas triviale alors x admet une unique générisation verticale
7 € Spv(A) de rang 1, a valeurs dans R, par la remarque 1.1.17. Le point = a également une
(unique) générisation verticale de rang 0, qui est la composition de la projection A — k(z)
et de la valuation triviale sur k(z).

De méme, par la proposition 1.1.22, on peut paramétrer les spécialisations verticales de x
par les anneaux de valuation de V//my . Cela permet en particulier de construire des valuations
de rang > 2.

Définition 1.1.34. Soit x € Spv(A). On note cI', et on appelle sous-groupe caractéristique
de x le sous-groupe convexe de I', engendré par I'ensemble

{la(z)|, a € A vérifiant |a(z)| > 1}.

Définition 1.1.35. Soit x € Spv(A) et A un sous-groupe convexe de I, vérifiant cI', C A.
On considére la valuation 22 : A — A défini par |a(z?)| = |a(z)] si |a(z)| € Aet]a(x®)| =0
sinon. C'est une spécialisation de x. Une spécialisation obtenue de cette facon est appelée
une spécialisation horizontale ; on dit aussi que x est une générisation horizontale de z*.

Remarque 1.1.36. On peut considérer Spv(A) comme un espace fibré au-dessus de Spec(A).
En effet, pour p € Spec(A), on a le diagramme commutatif suivant :

Spv(k(p)) = supp ' (p) —— Spv(A)

supp supp

{r} Spec(A)

Ainsi, si © € Spv(A) un point de support p, une spécialisation (resp. générisation) verti-
cale de z est une spécialisation (resp. générisation) s'effectuant verticalement au sein de la
fibre Spv(k(p)) — {p}, tandis qu'une spécialisation (resp. générisation) horizontale voit son
support changer, ce qu'on peut interpréter par un déplacement horizontal vers une autre fibre.

On notera que les fibres sont des spectres valuatifs sur des corps. De tels spectres valuatifs
sont souvent appelés des espaces de Zariski-Riemann. Cela justifie le choix de notation fait
dans la proposition 1.1.24 (i).

Bien que nous serons surtout intéressé par les spécialisations verticales dans la suite de ce
document, nous mentionnons le théoreme suivant qui permet de mieux comprendre la relation
de spécialisation dans Spv(A).

Théoreme 1.1.37. Soit © € Spv(A). Alors toute spécialisation de x dans Spv(A) est une
spécialisation horizontale d'une spécialisation verticale de =
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Démonstration. Voir [27, Proposition 8.109] ou [23, Theorem 1.3.4.3]. O

Exemple 1.1.38. Déterminons Spv(Z). Par la proposition 1.1.29, on doit d'abord déterminer
Spv(Q) et Spv(FF,) pour tout nombre premier p. Comme tout élément non nul de F,, engendre
[, le corps IF,, n’a pas d’'anneau de valuation non trivial, et son spectre valuatif ne comporte
donc que la valuation triviale s,. Comme p est fermé dans Spec(Z), on obtient ainsi un point
fermé s, € Spv(Z) pour tout premier p. Soit = € Spv(Q) une valuation non triviale. On a
|k(x)| < 1 pour tout k € Z par I'inégalité ultramétrique. Comme la valuation est non triviale,
on peut trouver p € Z tel que |p(x)| > 0. Par multiplicativité, on peut supposer p premier.
Soit [ # p un nombre premier. En écrivant al + bp = 1 avec a,b des entiers, on trouve
lal(z)| = |(1 — bp)(x)| = |1(x)] = 1 donc |i(z)| = 1. On en déduit que z est équivalente a
la valuation p-adique 7,. Soit ¥ € {n,} un point dans I'adhérence de 7,. Alors 7, est dans
tout ouvert contenant y, donc si f,g € Z sont tels que |f(y)| < |g(y)| # 0, c'est-a-dire
siy € U(g), ona |f(n,)| < |g(ny)| # 0. On trouve y € {s,,n,}. Enfin, on a le point 7
correspondant a la valuation triviale de Q : on voit qu'il est dense dans Spv(Z). C'est le point
générique.

1.2 Anneaux et paires de Huber

1.2.1 Généralités
Notation 1.2.1. Soient A un anneau et S, T des parties de A.
(i) On note
S+T:={s+t,secSettecT} e S-T:={st, secSetteT}
(ii) On note (S) le sous-groupe additif de A engendré par la partie S.
(iii) On note ST l'idéal (S - T) de A engendré par I'ensemble des st pour s € Sett e T.

Remarque 1.2.2. On sera souvent dans la situation ol I'on aura un anneau A, un sous-
anneau Ay de A et une partie I, de Ay ; on peut donc voir I comme une partie de Ay ou de
A. Pour k > 0, la notation I} désignera I'idéal de A, engendré par les produits de k éléments
de I tandis que I} A désignera I'idéal de A engendré par ces mémes produits.

La notion d’anneau topologique est rappelée dans la définition A.2.2 de |'annexe.

Définition 1.2.3. Soient A un anneau topologique et S une partie de A.

(i) On dit que S est bornée si pour tout voisinage ouvert U de 0, il existe un voisinage
ouvert V' de 0 tel que
V.SCU.

(i) On note pour tout entier n > 1,
S(n):={s1...5,, 8 €S}

I'’ensemble des produits de n éléments de S. On dit que S est a puissances bornées si

la partie
U S(n)

n=>1

est bornée dans A.

17



Lemme 1.2.4. Soit A un anneau topologique ayant une base d'ouverts de 0 formée de
sous-groupes additifs. Soient S et T des parties de A.

(i) Si S est bornée et 7' C S alors T" est bornée.
(ii) Si S et T sont des parties bornées de A alors SUT et S - T le sont aussi.
(iii) Si S et T sont a puissances bornées dans A alors S U T I'est aussi.
(iv) S est bornée (resp. a puissances bornées) si et seulement si (S) est borné (resp. a
puissances bornées).
Démonstration. (i) C'est immédiat.

(i) Soit U un voisinage ouvert de 0. Soient V; et V5 des voisinages ouverts de 0 tels que
Vi-SCUetVo-T CU. Alors Vi N V5 est un voisinage ouvert de 0 tel que

(VinVa)-(SUT)cU
donc S UT est bornée. Soit V3 un voisinage ouvert de 0 tel que V5 -5 C V5. Alors
Vi (S-T)CVa-TCU
donc S - T est bornée.
(iii) Pour n > 0 on a I'égalité

(SUT)n) = U (S@)-T(n—1i)

o<i<n

donc

n>0 >0 §>0

Jsur)(n) = (U S(i)) - (U T(j))

et le résultat découle du point (ii).

(iv) On a S C (S) donc S est bornée (resp. a puissances bornées) si (S) I'est par (i).
Supposons S bornée. Soit U un voisinage ouvert de 0 et V' un voisinage ouvert de 0
tel que V - .S C U. Quitte a réduire U, on peut supposer que U est un sous-groupe
additif de A. Alors V- (S) C U donc (S) est bornée. L'implication dans le cas ou S est
supposée a puissances bornées en découle immédiatement.

O

Définition 1.2.5. Soit A un anneau topologique.

(i) On dit que a € A est a puissances bornées si la partie {a} est a puissances bornées,
autrement dit si la partie {a", n > 1} est bornée. On note A° I'ensemble des éléments
a puissances bornés de A.

(i) On dit que a € A est topologiquement nilpotent si la suite (a™),>1 tend vers 0 dans
A. On note A°° C A° I'ensemble des éléments topologiquement nilpotents de A.
Proposition 1.2.6. Soit A un anneau topologique ayant une base d'ouverts de 0 formée de

sous-groupes additifs.

(i) L'ensemble A° est un sous-anneau intégralement clos de A.
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(ii) L'ensemble A°° est un idéal radical de A°.

Démonstration. (i) Soient z,y € A°. Le lemme 1.2.4 (iv) montre que la partie

(ii)

2ol = (U )

n=0

est bornée et donc que
Zlz,y) = Z[z] - | U{y"}
n=0

est aussi bornée. Cela montre que x — y et xy sont a puissances bornées et donc que A°
est un sous-anneau de A. Montrons que A° est intégralement clos dans A. Soit z € A
vérifiant

T4 ap1 "+ g+ ag =0
avecn > 1 et a; € A°. Alors B := Zla;, 0 < ¢ < n — 1] est un sous-anneau borné par

répétition de I'argument ci-dessus. Comme les parties {2’} sont bornées par continuité
de la multiplication par z¢, on en déduit que

Bla] = (BUBzU---UBa"")

est borné et donc x € A°.

Montrons que A°° est un idéal de A°. Soit =,y € A°° et a € A°. Soit U un voisinage

ouvert de 0. Quitte a réduire U, on peut supposer que c’est un sous-groupe additif de
A,

Il existe ng > 1 tel que 2", y™ € U pour tout n > ng. Alors par le bindme de Newton,
(x —y)™ € U pour tout n > 2ny — 1; donc z — y € A°°.
Comme a € A°, il existe un voisinage ouvert V' de 0 tel que

V-{d" k>1}CU

Soit ng > 1 tel que 2" € V pour tout n > ny. Alors pour tout n > ny, (az)" =
2" -a"™ € U; donc ax € A°°.

Montrons que A°° est un idéal radical de A°. Soit k > 1 et a € A° tel que a* € A°°.
Soit W un voisinage ouvert de 0 tel que

W-{d', i>1} CU.
n
Il existe ng > 1 tel que (a'“) € W pour tout n > ng. Alors pour tout r > 1,
angk—l—r _ anok a"eW -a" g U

donc a € A°°.
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1.2.2 Anneaux de Huber

Définition 1.2.7. Soit A un anneau topologique. On dit que A est un anneau de Huber si
il existe un sous-anneau ouvert Ay de A, tel que la topologie induite sur Aq soit la topologie
Iy-adique, pour un idéal I de type fini de Ay. On dit que Aq est un anneau de définition de
A et que [ est un idéal de définition de Ay. On appelle (Ag, Iy) un couple de définition. Un
morphisme entre anneaux de Huber est un morphisme d'anneaux continu.

Remarque 1.2.8. Les anneaux de Huber sont appelés « f-adic rings » dans I'article originel
de Huber [16].

Exemple 1.2.9. (i) Tout anneau A muni de la topologie discréte est un anneau de Huber
pour Ay = A (ou n'importe quel sous-anneau) et [y = {0}.

(i) Tout anneau A muni d'une topologie I-adique pour un idéal I de type fini de A est
un anneau de Huber. C'est notamment le cas de Z,, avec I = pZ,, ou F,[[X]] avec

I = (X). Etant donné un anneau B muni de la topologie discréte, et n > 1 un
entier, c'est aussi le cas de B[ X}, ..., X,] ou B[[X},...,X,]] avec I'idéal engendré par
Xq,..., X, comme idéal de définition.

(iii) Q, est un anneau de Huber, avec (Z,, pZ,) comme couple de définition. Voir la propo-
sition 1.2.35 pour une généralisation de cet exemple.

Lemme 1.2.10. Soit A un anneau de Huber et B un sous-anneau de A. Alors B est un
anneau de définition de A si et seulement B est ouvert et borné dans A.

Démonstration. Supposons que B est un anneau de définition, donc B est ouvert dans A
par définition. Il s'agit de voir que B est borné. Soient I un idéal de définition de B et U
un voisinage ouvert de 0, qu'on peut supposer de la forme I* pour k > 1 un entier. Alors
I¥ . B = I* donc B est borné.

Réciproquement, supposons B ouvert et borné dans A. Soit (Ag, Iy) un couple de définition
de A. Il existe un entier k > 0 tel que I¥ C B car B est ouvert dans A. Montrons que la
topologie induite sur B est la topologie J-adique avec J := I¥ B ; il est clair que la topologie
J-adique est moins fine que la topologie de B. Soit U C B un voisinage ouvert de 0 dans B.
Comme B est ouvert dans A, il existe un entier r > 1 tel que Ié“” C U. Comme B est borné,
il existe un entier s > 1 tel que J* = (I B) C I d'ou J* C U. Cela montre que B porte
la topologique J-adique. La démonstration n'est cependant pas terminée car J n'est a priori
pas un idéal de type fini de B. Soit 7' C I} un ensemble fini de générateurs de I'idéal I} de
Ag. Soit J' I'idéal de B engendré par T'; on a J' C J. Par ailleurs,

=15 (B =1-JCJ
donc la topologie J'-adique est égale a la topologie J-adique de B avec J' de type fini. [

Corollaire 1.2.11. Soit A un anneau de Huber.

(i) Soient Aj et Af, deux anneaux de définition de A. Alors Ay N Af, et AgAf de A sont
des anneaux de définition de A.

(i) Tout sous-anneau ouvert B de A est un anneau de Huber.

(iii) Soient B C C' deux sous-anneaux de A avec B borné et C ouvert dans A. Alors il existe
un anneau de définition Ay de A vérifiant B C Ay C C.
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Démonstration. On utilise le lemme 1.2.10.

(i)

(ii)
(iil)

Le sous-anneau Ay N Aj, est ouvert et borné (lemme 1.2.4 (i)) dans A donc c'est un
anneau de définition de A. Le sous-anneau AgAj = (Ag - Af,) est borné (lemme 1.2.4
(ii) et (iv)) et ouvert car il contient le sous-groupe ouvert Ay.

Soit (Ao, Ip) un couple de définition de A. Comme B est ouvert dans A il existe un
entier k > 1 tel que I§ C B. Alors (B N Ay, I}) est un couple de définition de 5.
Soit A{, un anneau de définition de A. Alors C" := A N C' est ouvert et borné dans A

donc c’est un anneau de définition. Posons Ay := BC". Par les mémes arguments qu'en
(i), c'est un anneau de définition de A vérifiant B C Ay C C.

]

Proposition 1.2.12. Soit A un anneau de Huber.

(i)
(i)

Le sous-anneau A° est ouvert et intégralement clos dans A. Il est de plus égal a la
réunion filtrante des anneaux de définition de A.

L'idéal radical A°° de A est un ouvert égal a I'union des idéaux de définition de A.

Démonstration. (i) La proposition 1.2.6 (i) montre que A° est un sous-anneau intégrale-

ment clos de A. Soit Ay un anneau de définition de A. Alors Ay est borné dans A donc
tout élément de Ay est a puissances bornées, ce qui montre Ag C A°; on en déduit
en particulier que A° est ouvert. Soit Aj un autre anneau de définition. Il faut montrer
que Aj et Aj sont contenus dans un anneau de définition de A. Le sous-anneau AyA4;
convient, par le corollaire 1.2.11 (i). Cela montre que A° contient la réunion filtrante
des anneaux de définition de A.

Réciproquement, montrons que tout x € A° est contenu dans un anneau de définition.
L'élément z est a puissances bornées donc par le lemme 1.2.4 (iv), la partie

2l = (U "))

n=0

est bornée, donc le sous-anneau
Aglz] = (Ao - Z[z])

I'est aussi. Comme Ag[x] contient le sous-anneau ouvert Ay de A, il est ouvert donc
c'est un anneau de définition contenant x. Cela montre I'autre inclusion.

Par la proposition 1.2.6 (ii) il reste a voir que A°° est |'union des idéaux de définition de
A; il sera alors ouvert car tout idéal de définition est ouvert. |l est clair que tout élément
d'un idéal de définition de A est topologiquement nilpotent. Soit x € A°°; notons que
Z[z] est borné. Comme Z[z] C A°, il existe par le corollaire 1.2.11 (iii) un couple de
définition (Ao, Iy) de A tel que x € Ay. Soit ng > 1 tel que ™ € I, pour tout n > ny.
Posons J := I+ xAg. Alors J est un idéal de type fini de Ay, ouvert car il contient I,
et vérifiant J" C [,. On en déduit que les topologies Iy-adique et J-adique coincident
sur Ag, ce qui montre que J est un idéal de définition de A contenant .

m

Définition 1.2.13. Un anneau de Huber A est dit uniforme si A° est borné, ou de facon
équivalente si A° est un anneau de définition de A.
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Remarque 1.2.14. Ce sera notamment le cas des corps non archimédiens et de leurs algebres
de séries convergentes (proposition 1.2.50) ou des anneaux perfectoides (définition 2.1.1).

Exemple 1.2.15. Un exemple d’'anneau de Huber non uniforme est A = Q,[X]/X? avec
Z,|X]/X? comme anneau de définition, muni de la topologie p-adique; on a alors

A =7, QX
qui n'est pas borné.

Définition 1.2.16. Soit A un anneau de Huber. On dit qu'un sous-anneau At C A° est un
sous-anneau d'éléments entiers si At est ouvert et intégralement clos dans A. Un tel couple
(A, AT) est appelé une paire de Huber. On dit que cette paire est compléte (resp. uniforme)
si A l'est.

Remarque 1.2.17. Soit A un anneau de Huber.

(i) La proposition 1.2.12 (i) montre que le sous-anneau A° est le plus grand sous-anneau
d'éléments entiers de A.

(i) La cloture intégrale de Z + A°° est le plus petit sous-anneau d'éléments entiers de A.
En effet, soit B C A° un sous-anneau ouvert intégralement clos dans A. Comme B est
ouvert, il existe pour tout a € A°° un entier n > 1 tel que " € B, d'olia € B car B
est intégralement clos.

(iii) On peut penser au sous-anneau A' comme servant a encoder les comportement au
niveau entier. On verra dans les exemples 1.3.5 et dans la section 1.4.4 des illustrations
de ce phénomeéne.

Définition 1.2.18. Soient (A, A1) et (B, B") deux paires de Huber. Un morphisme de paires
de Huber
wz(AwA+)—+(B,B+)

est un morphisme d'anneaux de Huber ¢ : A — B tel que p(A") C B™.

1.2.3 Valuations continues
Soit A un anneau de Huber.

Définition 1.2.19. Soit = € Spv(A) une valuation de A.

(i) La topologie engendrée sur A par les ensembles
{ac A, la(z)] <}

pour v € I', est appelée la topologie induite par la valuation x sur A. Cette topologie
fait de A un anneau topologique.

(i) On dit que = est une valuation continue si la topologie induite par x sur A est plus fine
que la topologie de A. Autrement dit, = est continue si pour tout v € I',, I'ensemble

{ac A, la(z)] <}

est un ouvert de A.
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(iii) On note Cont(A) I'ensemble des valuations continues sur A, muni de la topologie
induite par Spv(A).

Définition 1.2.20. Soit I un groupe abélien totalement ordonné. On dit qu'un élément
v € 'y est cofinal si pour tout § € T', il existe n > 1 tel que 4™ < 4.

Lemme 1.2.21. On a
Cont(A) = {z € Spv(A4), Va € A |a(x)| est cofinal dans ', }.

Démonstration. |l est clair que les éléments de A°° sont cofinaux si = est continue. Récipro-
quement, soit (Ao, Iy) un couple de définition de A et fi,..., fr des générateurs de [. Soit
§ € T,; il existe n > 1 tel que |f;(x)|" < & pour tout i € [1,k]. Tout élément de Ij™
s'écrit comme une somme finie d'éléments de la forme af;, - -- f;, avec a € Iy et i; € [1,k].
Comme |a(x)| < 1 pour tout a € I car I C A°°, on obtient

I c{a€ A, a(z)| <o},

ce qui montre que x est continue. ]

1.2.4 Morphismes adiques

Définition 1.2.22. Soient A, B deux anneaux de Huber et ¢ : A — B un morphisme
d'anneaux. On dit que ¢ est un morphisme adique si il existe un couple de définition (Ao, o)
de A et un anneau de définition By de B vérifiant p(Ag) C By tel que I'idéal (1) By soit
un idéal de définition de By. Un morphisme de paires de Huber ¢ : (A, A*) — (B, B*) est
dit adique si ¢ : A — B est un morphisme adique.

Proposition 1.2.23. Soient A, B deux anneaux de Huber et ¢ : A — B un morphisme
adique.

(i) Soit (A4, ;) un couple de définition de A et B; un anneau de définition de B tel que
©(A1) C By. Alors J; := (I1)B; est un idéal de définition de B;.

(i) Soit S une partie bornée de A. Alors (S) est bornée dans B.

Démonstration. Soient (A, Iy) un couple de définition de A et By un anneau de définition
de B avec p(Ag) C By tel que Jy := ¢(Iy) By soit un idéal de définition de By.

(i) On veut montrer que la topologie de By est la topologie .J;-adique. Soient s, > 1 des
entiers tels que [5 C Iy et J: C By. Alors on a

Jo™ = (I5)J5 C ¢(I1)By = Jy

donc J; est ouvert dans B;.

Soit U C By un voisinage ouvert de 0. Quitte a le réduire, on peut supposer que c'est
un idéal de Bj. Il existe un entier n > 1 tel que I C go_l(U) car  est continue, d'ou

Ji=(]")B; CU.

Ainsi B; a la topologie J;-adique. Enfin, comme ¢(A;) C By, I'idéal J est un idéal de
type fini de Bj.
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(i) Soit U un voisinage ouvert de 0 dans B, qu'on peut supposer de la forme J' pourn > 1.
Comme S est bornée, il existe V' un voisinage ouvert de 0 dans A tel que V- S C U;
on peut supposer V' de la forme I§* pour m > 1. Alors

Jo' () = ¢l - S)Bo C Jg,

donc ¢(S) est bornée dans B.
[l

Exemple 1.2.24. On munit Z, de la topologie p-adique et Z,[[T]] de la topologie (p,T)-
adique. Alors le morphisme structural Z, — Z,[[T]] n'est pas adique.

Proposition 1.2.25. Soient A, B, C' des anneaux de Huber et ¢ : A — B, ¢ : B — C' des
morphismes d'anneaux.

(i) Si ¢ et 1) sont adiques alors ¥ o ¢ I'est aussi.
(ii) Si ¢ et v sont continues et 1) o p est adique, alors 1) est adique.
(iii) Si ¢ est une application continue et ouverte alors ¢ est adique.

Démonstration. Nous omettons la preuve qui n'est pas difficile. Voir [27, Proposition 9.78].
]

Remarque 1.2.26. En particulier, si A est un anneau de Huber et B C A est un sous-anneau
ouvert de A, l'inclusion B < A est un morphisme adique.

1.2.5 Anneaux de Tate

Définition 1.2.27. Un anneau de Tate est un anneau de Huber possédant un élément in-
versible topologiquement nilpotent, appelé une pseudo-uniformisante. Une paire de Huber
(A, AT) avec A un anneau de Tate sera appelée une paire de Huber-Tate.

Exemple 1.2.28. Toute extension finie de Q, ou F,((7")) est de Tate, avec son anneau de
valuation comme anneau de définition et une uniformisante quelconque (ou méme tout élément
non nul de I'idéal maximal de I'anneau de valuation) comme pseudo-uniformisante. Tous ces
exemples sont des corps non-archimédiens (voir définition 1.2.34 et proposition1.2.35).

Proposition 1.2.29. (i) Soit A un anneau de Tate et Ay un anneau de définition de A.
Soit w € A une pseudo-uniformisante. Si w € Ay, alors A = Ay [ﬂ et wAg est un idéal
de définition de Aj.

(ii) Réciproquement, soit Ay un anneau et w un élément régulier de A. Soit A := Ap[1] le
localisé de Ay selon w. On munit A de la topologie définie par la filtration (w¥A);>o
(voir définition A.2.4). Alors A est un anneau de Tate.

Démonstration. (i) Etant donné que A, est ouvert dans A, il existe pour toute pseudo-
uniformisante w € A un entier n > 1 tel que W™ € Aj et W" est encore une pseudo-
uniformisante de A. Supposons donc w € A et soit x € A. Comme w est topologi-
quement nilpotent, la suite (w"x),>1 tend vers 0 donc il existe un entier £ > 1 tel que
whaz = ag € Ap. Alors © = % € Ap[L].

Soit I un idéal de définition de Ay. Il existe un entier m > 1 tel que w™ € I, d'ou

w™Ay C I. Par ailleurs, I'ensemble wAq est ouvert car c'est I'image réciproque de Ay

par la multiplication par w™!. Il existe donc un entier n > 1 tel que I C wAy. L'anneau

Ag possede donc la topologie w-adique.
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(i) On vérifie que A est un anneau de Huber a I'aide du lemme A.2.9, en remarquant que
si a € A on a par définition w"a € Ag pour n > 0 assez grand. L'élément w est alors
une pseudo-uniformisante de A, faisant de ce dernier un anneau de Tate.

m

Lemme 1.2.30. Soient A un anneau de Tate, Ay un anneau de définition et w € Ay une
pseudo-uniformisante. Soit S une partie de A. Alors S est bornée si et seulement il existe un
entier n > 0 tel que S C w™"Ay.

Démonstration. Supposons S bornée. Alors il existe un voisinage ouvert U de 0 tel que
U-S C Ay car Ap est ouvert. Il existe un entier n > 0 tel que w"Ag C U, d'ou S C w™"A,.
Réciproquement, supposons S C w™" Ay pour un entier n > 0. Soit U un voisinage ouvert de
0, qu'on peut supposer de la forme w* A, pour k > 0. Alors

WA S C WAy - w4 = WP A,
H

Lemme 1.2.31. Soit ¢ : A — B un morphisme entre anneaux de Huber. Supposons que A
est un anneau de Tate. Alors B est un anneau de Tate et ¢ est un morphisme adique.

Démonstration. Soit w une pseudo-uniformisante de A. Alors ¢(w) est une pseudo-uniformisante
de B par continuité de ¢ ; B est donc un anneau de Tate. Soit By un anneau de définition de
B et A}, un anneau de définition de A. Le sous-anneau AjNp~!(By) est ouvert et borné dans
A, c'est donc un anneau de définition de A vérifiant p(Ag) C By. Soit n > 1 un entier tel
que w™ € Ay. Alors p(w)™ € By et la proposition 1.2.29 (i) montre que wAy (resp. p(w™)By)
est un idéal de définition de Ay (resp. By). O

Lemme 1.2.32. Soient (A, A™) une paire de Huber-Tate et w une pseudo-uniformisante de
A.
(i) Onaw e AT C A°.
(ii) La paire (A, AT) est uniforme si et seulement si A" est un anneau de définition de A.
(iii) Si (A, A™) est uniforme alors la topologie induite sur A™ est la topologie wA™*-adique.
Démonstration. (i) On a w™ € A™ pour un entier N > 1 car A" est ouvert, dont on
déduit que w € AT C A° car AT C A° est intégralement clos dans A.
(i) On a
wAT C A C A°
par la proposition 1.2.6 (ii) donc A° est bornée si et seulement si A" est borné. Comme
AT est ouvert par définition, le lemme 1.2.10 permet de conclure.

(iii) Le point (ii) montre que A" est un anneau de définition. On peut alors appliquer la
proposition 1.2.29 (i) avec Ay = AT et la pseudo-uniformisante w.
]

Lemme 1.2.33. Soit A un anneau de Tate séparé uniforme. Alors A est réduit.
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Démonstration. Soit w € A° une pseudo-uniformisante de A.. Comme A est uniforme, le sous-
anneau A° est de définition donc possede la topologie w-adique par la proposition 1.2.29 ; cette
derniére est séparée par hypothese.

Soit @ € A un élément nilpotent. Pour tout entier n > 0, I'élément w"a est nilpotent
donc appartient a A°. Ainsi a € w™A° pour tout n > 0 donc a = 0 par séparation. O

Des exemples importants d'anneaux de Tate sont les corps non-archimédiens.

Définition 1.2.34. Un corps non-archimédien est un corps complet muni de la topologie
induite par une valuation de rang 1.

Proposition 1.2.35. Soit K un corps non-archimédien pour une valuation |-| : K — R,.
Alors K est un anneau de Tate uniforme, avec son anneau des entiers (parfois noté Of)

K°={a €K, |a] <1}

comme anneau de définition et tout élément w € K vérifiant 0 < |w| < 1 comme pseudo-
uniformisante. De plus, K° est un anneau de valuation ouvert de K ayant

K*={a€K, |a| <1}
comme idéal maximal.

Démonstration. Comme la valuation sur K est non triviale, il existe w € K tel que 0 < |w| <
1. Le reste en découle, en utilisant la proposition 1.2.29 et le lemme 1.2.30. O

Exemple 1.2.36. Toute extension algébrique de QQ, ou de IF,((7)) hérite d'une unique va-
luation de rang 1 prolongeant la valeur absolue usuelle. La complétion d'une telle extension
est un corps non-archimédien pour le prolongement de la valeur absolue a la complétion.

1.2.6 Quotient

Définition 1.2.37. Soit (A, A™) une paire de Huber et I un idéal de A. On note (A/I, (A/I)")
la paire de Huber quotient formée de A/I muni de de la topologie quotient, et de la cléture
intégrale (A/I)" de AT/(AT N1I) dans A/I. Notons que I'application quotient

(A, A7) = (A/1,(A/1)7).

est un morphisme adique.

Cette paire vérifie la propriété universelle suivante : pour tout morphisme adique de paires
de Huber

¢0: (A AT) = (B,B")

vers une paire de Huber (B, BT) tel que I C ker(y), il existe une unique factorisation de ¢
par I'application quotient.
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1.2.7 Complétion

On s'intéresse a la complétion d'anneaux et de paires de Huber. La complétion d’'un anneau
topologique (a base dénombrable) est rappelée dans la section A.3.5 de I'annexe. On donne
sans démonstration les résultats clefs.

Construction 1.2.38. Soient A un anneau de Huber et (Ag, Iy) un couple de définition de
A.

(i) La complétion A de A est un anneau de Huber ayant (AO,IOAO) comme couple de
définition.
(ii) Les morphismes structuraux A — Aet Ay — A, sont adiques et le morphisme d'an-
neaux canonique
Ay @4, A— A, a®@b— ab,

est un isomorphisme.

A

(iii) Ona (A°) = (A) et (4>) = (4)"
(iv) Si A* est un sous-anneau d’éléments entiers de A alors la complétion (A*) de A est
un sous-anneau d’'éléments entiers de A.

(v) La complétion A — A de (A, A*) vérifie la propriété universelle suivante : pour tout
anneau de Huber complet B et tout morphisme d'anneaux de Huber f : A — B, il
existe un unique morphisme d'anneaux de Huber f A> B prolongeant f. Ainsi, étant
donné un anneau de Huber B et un morphisme f : A — B, le diagramme

A#
it

Démonstration. Voir [16, Lemma 1.6], [27, §9.4.2] ou [23, §I1.3.1]. O

o — W

commute.

Corollaire 1.2.39. Soit (A, A™) une paire de Huber.

(i) Le couple (/Al,fl*) est une paire de Huber complete, appelé la complétion de la paire
(4, AT).

(ii) La complétion (A4, AT) — (A, /Aﬁ) vérifie la propriété universelle suivante : pour toute
paire de Huber compléte (B, B*) et tout morphisme de paires de Huber

f:(A,A%) = (B,BY),
il existe un unique morphisme de paires de Huber
i (A, fﬁ) — (B,B*)

prolongeant f.



Ainsi, étant donné une paire de Huber (B, B") et un morphisme de paires de Huber
f (A, A+) — (B,B*),

le diagramme suivant

(4.4 — (B BY

commute.

1.2.8 Produit tensoriel

On s'intéresse dans cette section au produit tensoriel d'anneaux de Huber. Cette opération
est importante car elle se traduit géométriquement en un produit fibré. On accede ainsi a
la possibilité de raisonner par changement de base, opération fondamentale en géométrie
algébrique moderne. Le produit tensoriel n'a néanmoins pas dans ce cadre toute la souplesse
du produit tensoriel algébrique, car on se heurte au probleme habituel de définition d'une
topologie adéquate sur le produit tensoriel algébrique. Nous donnons un résultat d'existence
lorsque les morphismes structuraux sont adiques.

On note Ann la catégorie des anneaux et AnnHub (resp. AnnHub.ad) la catégorie des
anneaux de Huber (resp. des anneaux de Huber avec morphismes adiques).

Proposition 1.2.40. Soient A, B, C' des anneaux de Huberet f: A — B, g: A — C des
morphismes adiques. Alors il existe une unique structure d'anneau de Huber sur B ®4 C' le
réalisant comme somme amalgamée de B et C' selon les morphismes (f, g) dans la catégorie
AnnHub (resp. AnnHub.ad), c'est-a-dire comme colimite du diagramme

Nt

A

De plus, en munissant B ® 4 C' de cette structure d'anneau de Huber, les morphismes struc-
turaux

B—-B®,4C, b—=b®1, et C—->B®,40C, c—1®c

sont adiques.

Démonstration. Le foncteur d'oubli AnnHub — Ann a un adjoint a droite (munissant un
anneau de sa topologie grossiere) donc commute aux colimites. Ainsi la colimite cherchée
doit avoir B ® 4 C' comme anneau sous-jacent. L'unicité de la topologie sur B ®4 C' et du
morphisme de factorisation résulte alors de la propriété universelle.

Définissons la topologie de B ®4 C'. Comme f et g sont adiques, il existe un couple de
définition (Ao, Iy) de A et By (resp. Cp) un anneau de définition de B (resp. de C') vérifiant
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f(Ag) C By (resp. g(Ag) € Cp) et tel que By (resp. Cp) ait la topologie f(Iy)Boy-adique
(resp. g(1y)Cop-adique). On note (B ®4 C), le sous-anneau image

(B & a C)O = Im(Bg ®A0 Co — B®jy C)

Considérons la topologie sur B ®4 C' définie par la filtration (I(’)“(B ®a C)0>k>0. Montrons
que B ®4 C est un anneau de Huber par le lemme A.2.9. Prenons un élément de B ®a4 C,
qu’'on peut supposer de la forme b ® ¢ pour b € B et ¢ € C. Comme f et g sont adiques,
il existe des entiers k;, ky > 0 tels que f(b)I;'By C By et g(c)I;2Cy C Cy. On a alors
(b@c)- I (B®a C), C (B®a C),. Cela montre que (B ®4 C)o, Io(B ®4 C),) est un
couple de définition de B ®4 C, qui est donc de Huber. Il est alors clair que les morphismes
structuraux B - B®4 C et C — B ®4 C sont adiques.

Soient £ un anneau de Huber et p: B — E, ¢ : C — FE des morphismes d'anneaux
de Huber tels que po f = qo g. Soit a : B ®4 C — E le morphisme d'anneau obtenu
par la propriété universelle du produit tensoriel des anneaux sous-jacents; il s'agit de montrer
que « est continu. Soient (Fy, Jy) un couple de définition de £ et n > 0 un entier. Par
continuité de p et ¢, il existe des entiers ki, ky > 0 tel que f(Io)" By C p '(JJEy) et
g(1p)*2Cy C ¢ 1 (JFEp). On en déduit que

154 (Boo, O), € o™ (Jg E)

donc a ' (JEy) est ouvert et « est continu.
Enfin, si p et ¢ sont adiques alors « I'est aussi par la proposition 1.2.25 (ii). H

On note Afd (resp. CAfd) la catégorie des paires de Huber (resp. complétes) et Afd.ad
(resp. CAfd.ad) celle des paires de Huber (resp. complétes) avec morphismes adiques.

Remarque 1.2.41. Soient (A, A"), (B,B"), (C,C™) des paires des Huber et
f:(A,A%) = (B,BY), g: (4,47) = (C,C")
des morphismes adiques. On construit de facon analogue a ci-dessus la somme amalgamée
(B®aC,(B@aC)")

de (B, BT) et (C,C™") selon (f, g) dans Afd (resp. Afd.ad), en prenant (B ®4 C)" égal ala
cléture intégrale de (I'image de) BT @4+ CT dans B®4 C.

En combinant ceci avec le corollaire 1.2.39, on a ainsi une notion de produit tensoriel
complété dans la catégorie CAfd (resp. CAfd.ad), vérifiant une propriété universelle adéquate.

1.2.9 Polynomes et séries convergentes

Etant donné un anneau de Huber, le but de cette section est de munir une algebre de
polynomes ou de séries convergentes a coefficients dans cette anneau d'une structure d'anneau
de Huber.

Notation 1.2.42. (i) On fixe A un anneau de Huber et (Ao, Iy) un couple de définition
de A.
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(ii) Soit n > 1 un entier. On note A[X] := A[Xy,..., X, ] et A[[X]] := A[[X4,... X,]].

(iii) Pour tout ¢ € [1,n], soit T; une partie de A tel que I'idéal T; A de A soit ouvert. Pour
tout k = (ky,...,k,) € N, on note T% la partie Ty (k) - - - Tpr(k,) de A (au sens de la
notation 1.2.1) et X% := X' ... XFn,

Remarque 1.2.43. Soit t; € A* un élément inversible pour tout 1 < ¢ < n. En posant
T; = {t;}, I'idéal T;A = A est ouvert pour tout i et on a T% = {t¥ ...t} pour tout
k e N™.

Lemme 1.2.44. La partie (I] - T%) est ouverte dans A pour tout j > 0 et tout k € N™.

Démonstration. Pour tout i € [1,n], I'idéal T;A est ouvert dans A donc il existe r > j tel
que I C T;A pour tout i. En notant & = (ky,...,k,), on a ngi - Tf”A pour tout ¢ donc
pour K :=k; + -+ k, on obtient

K CTEA.

Soient fi, ..., fs des générateurs de I'idéal I; de Ay. Par I'inclusion précédente, pour tout
J € [1,s], I'élément f; s'écrit

nj
fi =D tixajx
k=1

avec tj, € T% a;;, € Aetn; > 0. Soit m > 0 tel que [["a;;, C Ay pour tous j € [1,s] et
k € [1,n;]. Ainsi on a
IR C (4 T5).

Comme r > 7, on obtient '
IR C(Ig - T,

ce qui montre que (I] - T%) est ouvert dans A. O

Notation 1.2.45. (i) On note

A(X)r = { Y apXE e A[[X]), Vj >0, a € (I3 - T%) pour presque tout k € Nn} .
kenn

(i) On note A[X]|r le sous-ensemble A[X] de A(X)7 muni de la topologie induite.
(iii) Si T; = {t;} pour tout 7, on note

X X] = A[X]y et A<X )= AX)r.

A[ ,
Z51 tn tl tn

(iv) Pour tout j > 0 on note

keNn

B(X)r = { S apXE e A(X)p, VE € N" ay € (I} .Tk>}
et

B X]r = {(X)r NA[X] = { S a Xt e A[X], Vk e N" a4 € (I} -T’“>} :

keENn
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Lemme 1.2.46. On a I Ay(X) = I}(X)7 pour tout j € N.
Démonstration. |l est clair que
LAX)r C I§(X)r.

Soit '
r= Y aXte IJ(X)r.

keNn

Pour tout 7 > 0, posons
N; := {E eN", q, € (I TE>} :

On a N" = Uz N; et les N” \ V; sont des parties finies de N". Soient x1,...x5 € Ig des
générateurs de I} comme idéal de Ag. Pour tout k € N”, soit 7 € N tel que £ € N;. |l existe
alors ag1, ... ags € (I;77" - TE) tels que

s
ap = Z Q. rLy-
r=1

En posant pour tout r € [1, s]

Yr = Z aE,TXE € AO<X>T

keNn

on a alors '
r=xy + -+ 2y € IJAG(X) 7.

]

Lemme 1.2.47. Soient j > O et a = Z@%Xﬁ € A(X)r. Alors il existe [ > 0 tel que pour
tout k£ € N™ on ait ‘
ag - Iy C (I3 - T%).

Démonstration. |l existe un ensemble fini I C N" tel que a;, € (I3 - T%) pour k € N"\ I et
ay € (I} - T) pour k € I. Remarquons que lorsque k& € N\ I, on a déja

a.- 1§ C (I3 - T%) - I = (I’ - T*) € (I - T*).

Comme (I} - T%) est ouvert (lemme 1.2.44) et par continuité de la multiplication par ay, il

existe j' > 0 tels que ay - Igl - (Ig -IE) pour tout £ € I. En posant [ := j + j, on a donc
ay, - 1Y C (I} -Iﬁ> pour tout k € N”. O

Construction 1.2.48. (i) Il existe une unique structure d'anneau de Huber sur A(X)r fai-
sant des I} (X )1, pour j > 0, une base de voisinages ouverts de 0 ; la paire (Ao (X )7, Io(X)r)
est alors un couple de définition de A(X)7. Si de plus A est un anneau de Tate alors
A(X)7 est aussi un anneau de Tate.

(i) Le sous-anneau A[X]r (voir notation 1.2.45 (ii)) de A(X )7 est un anneau de Huber
ayant (Ao[X]r, Iy[X]r) comme couple de définition; il est en particulier dense dans
A(X)r. Si de plus A est un anneau de Tate alors A[X]|r est aussi un anneau de Tate.
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(iii) Les morphismes structuraux A — A[X|r et A — A(X)7 sont adiques et la partie

0= J{tX: tieT;}

=1

est a puissances bornées dans A[X | et dans A(X)7.

(iv) On a la propriété universelle suivante pour A — A[X]r : pour tout anneau de Huber
B, tout morphisme d’anneaux de Huber f : A — B et tous by,...,b, € B tels que la
partie

n

S=U{f)bs, t; € T3}
i=1
soit a puissances bornées dans B, il existe un unique morphisme d'anneaux de Huber
A[X|r — B prolongeant f et envoyant X; sur b;.

(v) Supposons que T; soit une partie bornée de A pour tout i € [1,n].
(a) Si A est séparé (resp. complet) alors A[X]r et A(X)r le sont aussi.

(b) La complétion de A[X]r est A(X )T, ol 7" est relatif aux images 7} des parties 7;
par le morphisme structural A — A.

(c) Supposons A complet. On a la propriété universelle suivante : pour tout anneau
de Huber complet B, tout morphisme d'anneaux de Huber f : A — B et tout
by, ...,b, € B tels que

n

S = {ft)bi, t; € T;}

i=1

soit a puissances bornées dans B, il existe un unique morphisme d'anneaux de
Huber

prolongeant f et envoyant X; sur b;.

Démonstration. Le lemme 1.2.47 permet de vérifier que A(X )7 est un sous-anneau de A[[X]].

On munit A(X)7 de la topologie induite par la filtration (IJ(X)7);50, c'est-a-dire par la
topologie Iy-adique sur Ag(X )7 d'aprés le lemme 1.2.46. Le lemme 1.2.47 combiné avec le
lemme A.2.9 montrent alors que A(X)r est un anneau de Huber ayant (Ay(X)7, Io(X)7)
comme couple de définition de A(X)7, et donc que le morphisme structural A — A(X )7 est
adique. Les énoncés en (ii) concernant la construction de A[X]r sont immédiats.

Comme les morphismes A — A[X]|r et A — A(X)7 sont adiques, les anneaux A[X]r et
A(X)r sont de Tate si A I'est par le lemme 1.2.31. Par ailleurs, comme © C Ay(X )1 et que
Ag(X)r est borné dans A(X)r, on obtient que © est a puissances bornées dans A(X)r et
de méme que O est bornée dans A[X|r.

Montrons (iv). Soit f : A[X]; — B l'unique morphisme d'anneau prolongeant f et tel
que f(XZ) = b; pour tout 7. Il s'agit de montrer que f est continu. Soit U un voisinage ouvert
de 0 dans B, qu'on suppose étre un sous-groupe additif. Il existe un voisinage ouvert V' de 0

dans B tel que
Vst cu

i>1
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Soit j > 0 tel que I} € f~(V). On a alors f(I}[X]r) C U, ce qui montre la continuité de
f.

Montrons (v).(a). Supposons A séparé. Comme tous les 7} sont bornés dans A, la partie
TE est borné dans A pour tout k£ € N™. Par séparation de A, on obtient, pour tout £ € N" :

N3 - T%) = {0}

Jj=0

d'ou

N 15(X)r = {0}.

7=0

Ainsi A(X)r est séparé, donc A[X]r aussi.

Supposons A complet. Soit
(Cki = Z CI,kﬂ'Xk)
kenn iEN

une suite de Cauchy de A(X)p. Pour tout k& € N”, la partie T est borné dans A, donc la
suite (ay,i)ien est de Cauchy dans A, donc converge vers by, € A. On vérifie que

= Y Xt e AX)r

keNn

est une limite de la suite (o;);eny dans A(X)7.
On renvoie a [27, Corollaire 9.93] pour (v)(b). Pour (v)(c), on combine (iv), (v)(b) et la
construction 1.2.38 (v). O

Remarque 1.2.49. Etant donné une paire de Huber (A, A*), on peut ainsi lui associer des
paires de Huber (A[X]T,A[X]JT“) et (A(Xﬁ,A(X)JT“), ott A[X]7 (resp. A(X)F) désigne la
cléture intégrale de AT[X]r dans A[X]r (resp. de AT(X)7) dans A(X)r). On adapte de
facon immédiate les énoncés de la construction 1.2.48 ci-dessus.

La proposition ci-dessous rappelle quelques propriétés classiques des algébres de séries
convergentes sur un corps non-archimédien. On renvoie a [2] (ou a I'ouvrage encyclopédique
[3]) pour une présentation du réle fondamental qu'elles jouent dans la construction des espaces
rigides analytiques de Tate.

Proposition 1.2.50. Soit K un corps non-archimédien, et n > 1 un entier. On peut considérer
la paire de Huber (K, Ok), et la construction 1.2.48 nous fournit une paire de Huber uniforme

(K (Xy,..., X)), 0 (X4,..., X)),

avec (K (Xy,..., X)) =0k (Xq,...,X,).
(i) Comme K (Xj,...,X,) est égal a

.....
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la topologie sur K (X3,...,X,) est induite par la norme de Gauss :
IfI] == sup |ag],
keNn

faisant ainside K (X7, ..., X,) une K-algebre de Banach, ayant K [X7, ..., X, | comme
sous- K -algebre dense.

(i) L'anneau K (X1,...,X,,) est noethérien.

Démonstration. Voir [2, §2.2]. O

Remarque 1.2.51. On peut adapter les énoncés de la proposition 1.2.50 3 I'anneau K <)t(—ll, . &>

)t
pour tous ty,...,t, € K*.

1.2.10 Localisation

Etant donné un anneau A, la définition du faisceau structural du spectre premier Spec(A)
de A repose sur les localisations A — Ay de A en des éléments f € A. Nous développons ici
un formalisme analogue pour les paires de Huber, ce qui permettra de définir le préfaisceau
des fonctions adiques sur un espace adique.

Notation 1.2.52. Soient A un anneau de Huber et (Ay, Iy) un couple de définition de A.
Soit T" une partie de A telle que I'idéal T'A de A est ouvert.

Lemme 1.2.53. La sous-groupe additif T'A, est ouvert dans A.
Démonstration. C'est un cas particulier du lemme 1.2.44. O

Construction 1.2.54. Soit s € A. On note A, le localisé de A en s.

(i) Il existe une unique structure d'anneau de Huber sur I'anneau A, faisant de

(o]l tet] aoa ]t ve))

87
un couple de définition. On note A (%) cet anneau de Huber. Si de plus A est un

anneau de Tate alors A (%) est aussi un anneau de Tate.

siasa(l)

S

t
{, teT}
S

est a puissances bornées dans A (%)

(ii) Le morphisme structural

est adique et la partie

(iii) On a la propriété universelle suivante : pour tout anneau de Huber B et tout morphisme
d'anneaux de Huber f: A — B avec f(s) est inversible dans B et tel que la partie

{;((g,teT}
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est a puissances bornées dans B, il existe un unique morphisme d'anneaux de Huber

()

prolongeant f.

(iv) On suppose A complet. La complétion A <€> de A (%) vérifie la propriété universelle
suivante : pour tout anneau de Huber complet B, tout morphisme d’'anneaux de Huber
f A — B tel que f(s) est inversible dans B et que la partie

{10 ver]

est a puissances bornées dans B, il existe un unique morphisme d'anneaux de Huber

A<T>—>B

S

prolongeant f.

Démonstration. On munit A, de la topologie induite par la filtration (]ng E, te TDk

Montrons avec le lemme A.2.9 que cela fait de A, de anneau de Huber. Soit

b
CL:S*TLEAS,

avec b € Aetn > 0. Par le lemme 1.2.53, il existe j > 0 tel que Ig C TA, donc

1 . t
-1} C A {, te T]
s S
et 1 ;
—I7 C Ay [, te T} .
sm S
Comme par ailleurs il existe k > 0 tel que bI(’f C A, on obtient
b A t
— 7t C A, { te T] :
s™ S
Ainsi
t t
et] [l er))

S S

a

est un couple de définition de A (%) et le morphisme structural

siaa(l)

S

est adique. Comme

{t,teT}ng[t, teT}
S S
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et que le terme de droite est borné, la partie

t
[ ier)
s
est a puissances bornées dans A (%) Cela finit de montrer (i) et (ii).

Montrons (iii). Comme f(s) est inversible dans B, le morphisme f se factorise par un

morphisme d’'anneau
T
fs i A () — B.

s
Montrons que fs est continu. On note

R {18 et}

Soit U un voisinage ouvert de 0 dans B, qu'on suppose &étre un sous-groupe additif. Il existe
un voisinage ouvert V' de 0 dans B tel que

V- JRG) CU.
i>1
Soit k > 0 tel que I¥ Ay C f~1(V). On obtient f, (I[’)“AQ [t/s, t € T]) cUu.
Le point (iv) découle de (iii) et de la construction 1.2.38(v). O

A (%) et lorsque A est complet, A <t1 """ t”> pour A<€>

S

Corollaire 1.2.56. Soient (A, A") une paire de Huber, s € A et T' une partie de A tel que

I'idéal T'A soit ouvert.
(i) On note A (%)+ la cléture intégrale de I'image de AT [t te T] dans A (%) Alors

s?

cela fait de (A (g) VA (:§>+) une paire de Huber, le morphisme structural

(4= (4(5)a(5) )
(foerpea(l)”

(ii)) On a la propriété universelle suivante : pour toute paire de Huber (B, BT) et tout
morphisme de paires de Huber

est adique et on a

fe (A, A+) — (B, B+)

avec f(s) inversible dans B et tel que

{J{g)), teT} C BT,
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il existe un unique morphisme de paires de Huber

(18 4(2)) o
prolongeant f.

(iii) On suppose que la paire (A, A") est compléte. La complétion <A<7§> ,A<Z>+> de

(A (Z) VA (Z)Jr) a un morphisme structural

(4= (4(3)4(5) )

adique, et vérifie la propriété universelle suivante : pour toute paire de Huber compléte
(B, B™) et tout morphisme de paires de Huber

f:(A,A4%) = (B,B")

avec f(s) inversible dans B et vérifiant

{j:((z)), teT} C BT,

il existe un unique morphisme de paires de Huber

() a(2)) 20

prolongeant f.

1.3 Spectres adiques

1.3.1 Espace topologique du spectre adique

Théoréeme 1.3.1. Soit A un anneau de Huber. Le spectre Cont(A) des valuations continues
de A est un espace spectral. Une base d'ouverts quasi-compacts est donnée par les ouverts
rationnels

U (fgf) — {x € Cont(A), Vi € [L,n], [fi(x)] < lg(@)] et |g(x)] # 0}

pour f1,..., fn € A engendrant un idéal ouvert de A, et g € A.

Démonstration. Nous ne démontrons pas ce théoréeme qui ne découle pas de facon élémentaire
du théoreme 1.1.30. Voir par exemple [27, Théoreme 10.12] ou [23, Corollary [1.2.2.3]. O

Proposition 1.3.2. Soit A un anneau de Huber. Pour S C A une partie de A, on note
Zs = {x € Cont(A), Ya € S |a(z)| < 1}.

On note F4 I'ensemble des parties Zg pour S C A. On note également G4 I'ensemble des
sous-anneaux de A qui sont ouverts et intégralement clos dans A.
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(i) L'application
0:Ga—Fa, B—Zp

est bijective d'inverse
T:Fa—Ga, Z—{acA VreZla(x) <1}

(ii) Soit B € G4 vérifiant B C A°. Alors o(B) est une partie dense de Cont(A).
Démonstration. Voir [27, Proposition 10.21]. O

Définition 1.3.3. Soit (A, A™) une paire de Huber. On note Spa(A, A1) et on appelle spectre
adique de la paire (A, A™) I'ensemble

{x € Cont(4),Va € A", |a(x)| < 1}
muni de la topologie induite par Cont(A). Si (B, B™) est une paire de Huber et
p: (A, AT) — (B, B")
est un morphisme de paires de Huber, on définit une application continue
Spa(yp) : Spa(B, BT) — Spa(A, AT), x +— |-(z)| o .

On obtient ainsi un foncteur Spa : Afd°® — Top de la catégorie (opposée) des paires de Huber
vers celle des espaces topologiques.

Remarque 1.3.4. La proposition 1.3.2 (ii) montre donc que le spectre adique Spa(A, A™)
d'une paire de Huber (A, A™) est dense dans Cont(A).

Exemple 1.3.5. (i) On a déterminé Spv(Z) et Spv(Q) dans I'exemple 1.1.38. Comme
Z est discret, toute valuation sur Z est continue, et de plus majorée par 1 sur Z par
I'inégalité ultramétrique. On a donc Spa(Z,Z) = Spv(Z) et Spa(Q,Z) = Spv(Q). On
voit ainsi que Spa(Q,Z) et Spec(Z) sont homéomorphes.

(i) Soit K un corps muni de la topologie discréte et V' un anneau de valuation de K.
En utilisant la notation de la proposition 1.1.24 et le corollaire 1.1.27, on a I'égalité
ensembliste Spa(K, V) = ZR(K, V') et une bijection décroissante

¢ :Spa(K,V)— Spec(V), z+— {a€K, |a(z)| <1},
d'inverse
Spec(V) — Spa(K,V), p— V.
Cela donne donc un homéomorphisme entre Spa(/, V') et Spec(V).

(iii) Soit K un corps non-archimédien et K un anneau de valuation ouvert et borné de
K. Notons que le lemme 1.2.21 montre qu'un anneau de valuation V' de K définit une
valuation continue de K si et seulement si K°° C my . On en déduit que I'exemple
précédent induit un homéomorphisme

Spa(K, K") +— Spec(K"/K*°), x~ {a€ K, |a(z)] <1},

En particulier, Spa(K, Ok) = {n} pour 1 une valuation de rang 1 définissant la topo-
logie de K.
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(iv) La considération des fibres de
supp : Spa(Z,, Z,) — Spec(Zy,)

montre que Spa(Z,, Z,) = {n,, s,} avec n, la valuation p-adique, dont le point associé
est ouvert, et s, le point fermé donné par la composition

Zyp — F, —{0,1}
de la valuation triviale sur IF,, et de la projection Z, — I,

On détaille d’autres exemples de spectres (et d'espaces) adiques dans la section 1.4.4.

Théoréme 1.3.6. Soit (A, A*) une paire de Huber. Le spectre adique Spa(A, A™) est un
espace spectral. Une base d'ouverts quasi-compacts est donnée par les ouverts rationnels

Spa(4, A*) (fgf) = {2 € Spa(4, A"), Vi€ [Ln], |fil2)| < lg(a)] et |g(a)| # 0}

pour f1,..., fn € A engendrant un idéal ouvert de A, et g € A.

Démonstration. La spectralité de ce sous-ensemble de Cont(A) vient du fait que la partie
{x € Cont(4),Va € A", |a(x)| < 1}

est un ensemble pro-constructible de I'espace spectral Cont(A). Voir par exemple [23, Corollary
[11.2.4] ou [27, Définition 10.24]. O

Notation 1.3.7. Pour A un anneau de Huber, on notera parfois Spa(A) := Spa(A, A°).

Lemme 1.3.8. Soit A un anneau de Huber complet. Alors I'ensemble A* des inversibles de
A est ouvert dans A, et tout idéal maximal de A est fermé.

Démonstration. Pour tout a € A, I'élément 1 — a est inversible, d'inverse 37, at € A,
par complétude de A. On en déduit que 1 + A°° C A*. Par la proposition 1.2.12, A°° est
ouvert dans A, donc 1+ A° aussi. Pour tout a € A* , a(1+ A°°) C A* est un ouvert de A
contenant a, par continuité de la multiplication par a, donc A* est ouvert.

Soit m un idéal maximal de A. Son adhérence m est encore un idéal de A. Comme
mC A\ A et que A\ A* est fermé par ce qui précéde, m ne contient pas 1 donc m =m
par maximalité de m. [

Proposition 1.3.9. Soient (A, A™) une paire de Huber compléte et X = Spa(A, A™).
(i) On a A # 0 si et seulement si Spa(A, AT) # 0.
(ii) On a I'égalité
At ={fe A VzeX, |f(x)|<1}.

(iii) Soit I un idéal de A. Alors I = A si et seulement si pour tout z € X, il existe f € [ tel

que |f(z)| # 0. En particulier, un élément f € A est inversible dans A si et seulement
si |f(x)| # 0 pour tout x € X.

Démonstration. (i) Voir [16, Proposition 3.6 (i)] ou [23, Proposition 111.4.4.1 (i)].
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(i) Cela découle de la proposition 1.3.2.

(iii) Si I = A on peut prendre f = 1 pour tout 2 € X. Sinon, soit m un idéal maximal
de A contenant [; il est fermé dans A par le lemme 1.3.8. L'anneau A/m est donc
complet et séparé pour la topologie quotient. On en déduit une paire de Huber compléte
(A/m, (A/m)") par la définition 1.2.37. On a alors Spa(A/m, (A/m)T)) # 0 par (i).
Comme le morphisme structural (A, A™) — (A/m,(A/m)") induit une bijection (et
méme un homéomorphisme) de Spa (A/m, (A/m)") sur {x € Spa(A, A"), supp(x) =
m}, il existe alors 2 € Spa(A, A") de support m, d'ou |f(z)| = 0 pour tout f € I.

[

Proposition 1.3.10. Soit (A, A™) une paire de Huber. Le morphisme de complétion (A, A™T) —
(A,A+) induit un homéomorphisme
Spa (121, AA+) = Spa (A, A+) :
et une bijection entre leurs ouverts rationnels respectifs.
Démonstration. Voir [16, Proposition 3.9] ou [23, 111.4.2.2]. O

Remarque 1.3.11. La proposition précédente montre qu’on aurait pu restreindre |'étude aux
paires de Huber complétes sans que cela ne change rien géométriquement.

1.3.2 Localisation selon un ouvert rationnel

Théoréeme 1.3.12. Soient (A, A™) une paire de Huber et U un ouvert rationnel de X =
Spa(A, AT).

i) Il existe un unique couple ((Ox(U), 0% (U)), ¢y ), formé d'une paire de Huber com-
X ¥
plete (OX(U), O}(U)) et d'un morphisme de paires de Huber

vt (A, AY) = (0x(U), 0% (1))
tel que :
(a) L'image ensembliste de
Spa(pu) : Spa (Ox(U), 0x(U)) = X
est incluse dans U.
(b) Le couple ((OX(U), O}(U)) ,(pU) vérifie la propriété universelle suivante : pour
toute paire de Huber compléte (B, B™) et tout morphisme de paires de Huber
v (A, A7) — (B, BY)
tel que
Spa(v) : Spa(B, B") — X

se factorise ensemblistement par U C X, il existe un unique morphisme de paires
de Huber
i+ (Ox(U),0%(U)) = (B, BY)

tel que ¥ = Yy o pp.

40



(ii) De plus, @y est un morphisme adique et Spa(yy) induit un homéomorphisme sur son
image U ainsi qu'une bijection entre leurs ouverts rationnels respectifs.

Démonstration. L'unicité en (i) vient de la propriété universelle de (i)(b).
Il existe f1,..., fn,g € A tels que U = (fly%f") pour fi,..., f, engendrant un idéal

ouvert de A. On applique le corollaire 1.2.56 avec T' = {fi, ..., fn} et s = g. Cela donne une
paire de Huber compléte

(Ox(U), 0%(U)) = (A <flgfn> A <flgfn>+>

avec morphisme structural adique

(1) = {a{ede) a(Fal)).

L'énoncé (i) découle alors de la proposition 1.3.9 (ii) et de I'énoncé (ii) du corollaire cité
précédemment. On renvoie a [17, Lemme 1.5 (ii)] ou [23, Corollary 111.4.3.2] pour I'homéo-
morphisme et la bijection entre les ouverts rationnels de I'énoncé (ii). O

Remarque 1.3.13. Si (A4, A™) est une paire de Huber, on a en particulier Ox(A) = A et
O%(A) = A*.

Lemme 1.3.14. Soit (A, A™) une paire de Huber-Tate, w € A une pseudo-uniformisante,
fi,---, fn € Aengendrant 'idéal A, et g € A. En notant X = Spa(A, A™), il existe un entier
N > 1 tel qu'on ait I'égalité d'ouverts rationnels

X(fl;--wfn) :X<f1a'~~7fnawN>.
g g

Démonstration. L'inclusion de I'ouvert de droite dans I'ouvert de gauche est immédiate. Réci-
proquement, soient ay,...,a, € A tels que a;f; +---+a,f, = 1. Comme AT est un ouvert
de A et que w est topologiquement nilpotent, il existe N > 1 tel que w™a; € AT pour tout
1. Si = est dans I'ouvert de gauche, on a alors

0] =[S an] @) < o o) < ool 2o
=1 ST
en utilisant que |a(x)| < 1si a € A", donc x est dans I'ouvert de droite. O

1.3.3 Préfaisceaux sur le spectre adique

Soit (A, A*) une paire de Huber et X = Spa(A, A™).

On note CAnnTop la catégorie des anneaux topologiques complets avec morphismes d'an-
neaux continus. Le lemme A.3.12(ii) montre que cette catégorie est compléte, c'est-a-dire
qu’elle a toutes les limites finies.
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Définition 1.3.15. On définit un couple (OX, O}) de préfaisceaux d'anneaux topologiques

complets sur X = Spa(A, A1). Si U est un ouvert rationnel de X, le couple <(’)X(U), (’)}(U))
est la paire de Huber compléte fournie par le théoréme 1.3.12. Pour W un ouvert quelconque
de X, on considere

Ox(IW) = lim Ox(U) et O%(W) = lim OL(),
Ucw Ucw
ou les limites sont prises dans la catégorie CAnnTop et sont indexées selon les ouverts rationnels

U de X contenus dans . On appelle Ox le préfaisceau des fonctions adiques sur X et O%
le préfaisceau des fonctions adiques entiéres sur X .

Remarque 1.3.16. (i) En général, Ox(U) n'est pas un anneau de Huber pour un ouvert
U quelconque de X (voir [19, Remark 1.2.4] par exemple).

(ii) A la différence du faisceau structural d'un schéma affine, le préfaisceau Ox n'est pas
toujours un faisceau. On renvoie a [17, §1] [7, §4] et [22] pour des exemples de paires
de Huber dont le préfaisceau n'est pas un faisceau.

(iii) Le préfaisceau Ox que nous avons défini voit ses sections vivre dans des anneaux to-
pologiques complets (séparés). Il existe deux autres définitions alternatives, qui utilisent
respectivement des anneaux topologiquement locaux et des anneaux henséliens. Voir
[13, §15.5] (ou [27, §12.1.1] pour le cas topologiquement local). Dans les deux cas, on
retrouve la définition 1.3.15 aprés complétion.

Proposition 1.3.17. (i) Pour tout ouvert W de X, on a
Ox(W) ={f € Ox(W), vz € X |f(x)| < 1}.
(i) Si Ox est un faisceau d’'anneaux topologiques alors O} est un faisceau d'anneaux
topologiques.

Démonstration. (i) Si W est un ouvert rationnel, |'égalité vient de la proposition 1.3.9 (ii)
appliquée a la description d'un ouvert rationnel comme spectre adique d'une localisation
rationnelle rencontrée dans la démonstration du théoréme 1.3.12. Si W est un ouvert
quelconque, on a

{feOx(W), Vo€ X |f(2)| <1} = lm {f€Ox(U), Yz € X |f(z)| < 1}
= lim O} (U) = Ox (W),

Ucw
ou U parcourt les ouverts rationnels contenus dans W.

(ii) C'est immédiat en utilisant (i).
[

On rappelle qu'une paire de Huber (A, A*) est uniforme (définition 1.2.13) si A° est
borné.

Définition 1.3.18. On dit que la paire (A, A™) est stablement uniforme si pour tout ouvert
rationnel de X, la paire de Huber

(0x(0),0%(1))

est uniforme.
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Remarque 1.3.19. Le corollaire 2.3.13 (ii) montrera que tout anneau perfectoide (définition
2.1.1) est stablement uniforme.

Théoréme 1.3.20. On suppose que (A, A™) est une paire de Huber compléte. Alors les
préfaisceaux ((’)X, O}) sont des faisceaux d'anneaux topologiques dans les cas suivants :

(i) L'anneau A a la topologie discrete.
(i) L'anneau A est une algébre de type fini sur un anneau de définition noethérien.

(iii) L'anneau A est un anneau de Tate fortement noethérien, c'est-a-dire que A est noe-
thérien et que pour tout entier n > 1, I'anneau A(Xj,...X,,) est noethérien.

(iv) L'anneau A est un anneau de Tate stablement uniforme.

De plus, si I'une de ces conditions est vérifiée, on a H*(U, Ox) = 0 pour tout ouvert rationnel
U de X et tout entier k > 0.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est un peu délicate. Le cas (i) se réduit
essentiellement au cas des schémas. Nous démontrons le cas (iv) dans la section 1.3.5, dont la
démonstration s'adapte au cas (iii) sous réserve d'avoir un analogue de la proposition 1.3.34.

On renvoie a [17, Theorem 2.2] pour les cas (ii) et (iii), ou a [23, Theorem 1V.1.1.5]
qui traite tous les cas. On peut aussi traiter simultanément les cas (ii) et (iii) par la notion
d'anneau universellement analytiquement noethérien selon la terminologie de Ramero [27,
Définition 12.34 et remarque 12.35] (mais originaire de I'article [11]). O

Remarque 1.3.21. (i) Le théoreme 1.3.20 permet d’associer un espace adique (définition
1.4.2) a diverses classes d'anneaux utilisées en géométrie algébrique non-archimédienne.
Le cas (i) s'applique en effet a tout anneau commutatif muni de la topologie discréte,
qui sont les objets de base en théorie des schémas. Le cas (ii) s'applique aux anneaux
noethériens et complets pour une topologie I-adique avec I un idéal de type fini, parti-
culierement utilisées pour les schémas formels. Le cas (iii) est pertinent pour les algébres
de séries convergentes a coefficients dans un corps non-archimédiens et leurs quotients
(proposition 1.2.50 (ii)), qui permettent de construire les espaces rigides analytiques de
Tate (voir [2]). Le cas (iv) sera appliqué aux spectres adiques d'anneaux perfectoides
dans le chapitre 2.

(ii) Les conditions sous lesquelles le préfaisceau d'une paire de Huber est un faisceau
semblent encore mal comprises. On pourra consulter [19, §1.2] pour une discussion
détaillée dans le cas des anneaux analytiques (qui sont une généralisation des anneaux
de Tate; voir la définition 1.4.5).

1.3.4 Fibres
Soient (A, AT) une paire de Huber et X = Spa(A4, A™).
Définition 1.3.22. Pour tout z € X, on note
Oxy = ligOX(U)

zelU

la fibre de x, ou la colimite est prise selon les ouverts U de X contenant x, dans la catégorie
des anneaux. On définit de méme

0%, = lim O} (V).

zelU
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a nouveau dans la catégorie des anneaux.

Remarque 1.3.23. Comme les ouverts rationnels forment une base de X, on aurait aussi
pu prendre la colimite selon les ouverts rationnels U de X contenant x. Cela servira dans la
proposition ci-dessous.

Proposition 1.3.24. Soit x € X.

(i) La fibre Ox, de x est munie d'une valuation
{(@)]: Oxo — T
prolongeant pour tout ouvert rationnel U de X la valuation
()] : Ox(U) = Tz
induite par restriction de la valuation
|-(z)| : A — Tup.
(i) La fibre Ox, de x est un anneau local, d'idéal maximal
m, = {f € Ox,, |f(z)| = 0}.

(iii) On a
O;_(,z - {f € OX,xu ’f($)| < 1}7

et O}yx est un anneau local, d'idéal maximal
m; = {f € Oxa, |f(x)| <1}
(iv) Soient (B, BT) une paire de Huber, Y = Spa(B, B*),
e (A,A+) — (B,B+)
un morphisme d'anneaux de Huber et y € Y tel que Spa(¢)(y) = z. Alors
Spa(¢) Y — X
induit un morphisme d’'anneaux locaux
Spa(w)z : Ox . — Oy,

tel que
()| o Spa(y), = [-(z)].

De plus, Spa(w)z induit également un morphisme d'anneaux locaux :
Spa(v); : O}vx — O;y.
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Démonstration. (i) Pour tout ouvert rationnel U contenant x, le théoréme 1.3.12(ii) montre

(iif)

(iv)

que la valuation
[(z)] : A= Tap

se prolonge de facon unique en une valuation continue, majorée par 1 sur Ox(U)* :
|-(z)] : Ox(U) = T'yp.

En passant a la colimite (filtrante) sur les ouverts rationnels contenant z, on obtient
une valuation :
|-(z)] : Oxoe — Tup.

L'ensemble m,, est le support de = dans Ox , donc m,, est un idéal (premier) de Ox .
Soit f € Ox, tel que |f(x)| # 0. Montrons que f est inversible. Il existe un ou-
vert rationnel U de X et un élément de Ox(U) dont f est I'image par le morphisme
Ox(U) — Ox.; on note encore f cet élément. Soit (By,.Jy) un couple de définition
de (Ox(U),Ox(U)") et notons by, ...b, des générateurs de I'idéal .Jy de By. Comme
les b; sont topologiquement nilpotents, il existe un entier k& > 0 tel que

(o b) (@) < 1 (@)

pour tout (ki,...,k,) € N vérifiant ky + --- + k, = k. En notant ¢4,..., ¢, des
générateurs de I'idéal J¥, on voit donc que x appartient a l'ouvert rationnel

U<f>

de Spa (Ox(U),Ox(U)*), en remarquant que cet ouvert est bien rationnel car I'idéal
JEOx(U) engendré par les ¢; dans Ox(U) est ouvert car il contient le sous-groupe
ouvert J¥. La proposition 1.3.9(iii) montre alors que f est inversible dans Ox (U), donc
son image dans Ox , I'est aussi. Ainsi m, = Ox, \ (Ox)* donc Ox , est un anneau
local d'idéal maximal m,,.

Il est clair que
O;r(,x g {f € OX,:E? |f<$>’ < 1}

Réciproquement, soit f € Ox, tel que |f(x)| < 1. Il existe un ouvert rationnel U de
X tel que f soit I'image de f € Ox(U) par Ox(U) = Ox . L'ensemble

V={yel [fyl<1}

est un ouvert de U = Spa (OX(U), O}(U)) car la topologie sur ce dernier est induite
par la topologie du spectre valuatif Spv(Ox (U)). Enfin, comme x € V et que | f(x)| <
Lona feOx(V)donc f e OF,.

Il est clair que m; est un idéal de O . Soit f € O, tel que |f(x)] = 1. Comme f
est inversible dans Oy ., on obtient | f~*(x)| = 1 donc f est inversible dans Oy . Cela
montre que (’)},x est un anneau local d'idéal maximal m;.

Comme Spa(¢)(y) = x, on a |-(y)| o Spa(v); = |-(x)|. On applique ensuite (ii) et (iiié
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1.3.5 Théoréme d’acyclicité de Tate

On montre dans cette section le cas (iv) du théoreme 1.3.20. Soit (A, A™) une paire de
Huber-Tate compléte et X = Spa(A, A*). On renvoie a la section A.5 pour les notations et
les résultats sur la cohomologie de Cech.

Définition 1.3.25. Soit F un faisceau de groupes abéliens sur X

(i) Soit U un ouvert rationnel de X. Pour tout entier k > 0, on note H*(U, F) le k-iéme
groupe de cohomologie des faisceaux de U a coefficients dans F|y;.

(i) On dit que F est acyclique si H*(U, F) = 0 pour tout ouvert rationnel U de X et tout
entier £ > 0.

Remarque 1.3.26. Soit fi,..., f, € A engendrant |'idéal A, et g € A. Alors on a I'égalité
{re X, Vie[ln] |fi(x)] <lg(z)| # 0} ={x e X, Vi e [1,n] |fi(z)| < |g(x)[}.

En effet, si x est dans |'ensemble de droite mais vérifie |g(z)| = 0, alors | fi(x)| = 0 pour tout
1 < i < n, ce qui contredit le fait que les f1, ..., f, engendrent l'idéal A.

Définition 1.3.27. (i) Un recouvrement de X par des ouverts rationnels est appelé un
recouvrement rationnel.

(i) Soient f1,..., fn € A engendrant I'idéal A. Les ouverts rationnels (pour i € [1,n])

x (flffn> ={ze X, Vje[Ln] |f@)<|fi(z)]}

forment un recouvrement de X. Un tel recouvrement est appelé un recouvrement stan-
dard (de paramétres fi,..., f,) de X.

(iii) Soient fi,..., f, € A. Pour toute partie I C [1,n] on note
Up={reX,Viellfiz)|<letVj&I|f(z) >1}.

Les (Ur);cpi p forment un recouvrement de X, appelé un recouvrement de Laurent (de
parametres fi, ..., f,). Notons que pour tout I C [1,n], I'ouvert U; est égal a I'ouvert
rationnel X (%) ou

S[I:Hfj et TIZ:{l}U{fiS[,iGI}U{ H fk,jgl}
JEl kZ(1u{s})

(iv) Soit f € A. Un recouvrement de Laurent de X ayant pour paramétres f; = f et fo =1
est appelé un recouvrement de Laurent élémentaire (de paramétre f). Il est constitué
des ouverts rationnels

U={reX, |fa) <1} etV ={reX, [fz)>1}.

Proposition 1.3.28. (i) Tout recouvrement de X est raffiné par un recouvrement ration-
nel standard de X.
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(i) Soit U = (U;)ser un recouvrement rationnel standard de X . Alors il existe un recouvre-
ment de Laurent V de X tel que pour tout V' € V, le recouvrement (V N U;)er de U;
soit un recouvrement rationnel standard a parametres inversibles.

(iii) Tout recouvrement rationnel standard a paramétres inversibles est raffiné par un recou-
vrement de Laurent a paramétres inversibles.

Démonstration. Montrons (i). Quitte a raffiner le recouvrement initial et par quasi-compacité
de X, on peut supposer que le recouvrement est constitué d'un nombre fini d'ouverts rationnels
U = (U;)1<i<n- Pour tout ¢ € [1,n], il existe donc fi1,..., fin, € A engendrant I'idéal A et

g; € A tels que
fi,l?"'?fi,m>

e x
gi

On pose
So = H Siv 8 € {finy- -y fimr9iy ¢ et S = H s; € S, Ji€[1,n] si =g
1<isn 1<i<n

Montrons que S engendre I'idéal A par la proposition 1.3.9 (iii). Pour z € X, il existe un
indice i tel que = € U;. On pose s; = g; et pour tout j # 4, on choisit s; € {fj1,..., fin;}
tel que |s;(z)| soit maximal. On a alors |s;(z)| # 0 car les (fjx)i<k<n; €ngendrent A. En
posant s := [[;<;c, S, on a s € S et |s(x)| # 0. Cela permet de conclure.

Considérons le recouvrement rationnel standard de parameétres s € S. Ce dernier raffine
U carsi s =[licicn Si € S est tel que s; = g; alors en posant, pour tout k € [1, n,]

th =51 Si—1fixSit1 - Sn €9
on a, pour tout z € X,
tr(2)] < |s(@)| & |fir(2)] < [s(z)]

donc en particulier

X(t65>gw

s
Pour (ii) et (iii), on renvoie a [20, Lemma 2.4.19] ou [23, Proposition 1V.2.3.3]. O

Corollaire 1.3.29. Soit P une propriété portant sur des recouvrements rationnels d'ouverts
rationnels de X. On suppose que P vérifie les conditions suivantes :

(i) La propriété P est locale : si P est vérifiée pour le raffinement d'un recouvrement, alors
le recouvrement initial vérifie aussi P ;

(i) La propriété P est transitive : soit U un ouvert rationnel de X, (U;);e; un recouvrement
rationnel de U et (U, ;)jes, un recouvrement rationnel de U; pour tout i € I; si P est
vérifiée pour le recouvrement (U;);e; de U et pour chaque recouvrement (U; ;);cs, de
U; pour tout ¢ € I, alors P est vérifiée pour le recouvrement (U; ;)icr,jes, de U.

(iii) P est vérifiée pour tout recouvrement de Laurent élémentaire d'un ouvert rationnel de
X.

Alors P est vérifiée pour tout recouvrement rationnel d'un ouvert rationnel de X.
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Démonstration. La démonstration repose sur la proposition 1.3.28. On renvoie a [20, Lemma
2.4.20] ou [23, Proposition 1V.2.3.4] pour les détails. O

Rappelons la définition A.5.5.

Définition 1.3.30. Soient F un préfaisceau de groupes abéliens sur X et U = (U;);e; un
recouvrement d'un ouvert U de X. On dit que U est F-acyclique si |'application

FU) = BUFU), | (fonier
est un isomorphisme et si on a ﬁk(U, F,U) =0 pour tout k& > 0.

Corollaire 1.3.31. Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur X . On considére la propriété
‘P portant sur un recouvrement U d'un ouvert rationnel U de X : pour tout ouvert rationnel
VdeUetVnU:=(VNW)weu, le recouvrement rationnel VNU de V' est F-acyclique.

Alors la propriété P vérifie les conditions (i) et (i) du corollaire 1.3.29. Ainsi, si P est
vérifiée pour tout recouvrement de Laurent élémentaire d'un ouvert rationnel de X, alors P
est vérifiée pour tout recouvrement rationnel d'un ouvert rationnel de X.

Démonstration. La condition (i) découle de la proposition A.5.10 et la condition (ii) de la
proposition A.5.11. O

Proposition 1.3.32. Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur X tel que pour tout
ouvert U de X on ait
FU) = lim F(V)

VCU

ou la limite porte sur les ouverts rationnels contenus dans U. On suppose que tout recouvre-
ment rationnel d'un ouvert rationnel de X est F-acyclique. Alors :

(i) F est un faisceau.
(i) F est acyclique.
Démonstration. (i) Tout recouvrement rationnel & d'un ouvert rationnel U de X induit un
isomorphisme
F(U) = H' (U, F,U).
On peut donc appliquer le lemme A.5.6 et la remarque A.5.7.

(ii) On suit [33, Tag 01EW] (avec Ox égal au faisceau constant sur X associé a Z). Soit
F — T une injection de F vers Z un faisceau injectif de groupes abéliens sur X.
Par [33, Tag 01EP], tout recouvrement rationnel &/ d'un ouvert rationnel U de X est
Z-acyclique. Soit Q@ = F/Z le faisceau quotient. On a une suite exacte courte

0—-F—7Z7—9—=0.

Par [33, Tag 01EU], on en déduit pour tout ouvert rationnel U de X une suite exacte
courte
0—-FU)—->ZU)— QU)—0.

Si U est un recouvrement rationnel d'un ouvert rationnel U, on a donc une suite exacte
courte de complexes de Cech

0— C*(U,F,.U) — C*(U,I,U) — C*(U, Q,U) — 0.
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En passant a la suite exacte longue associée, on obtient que tout recouvrement rationnel
d'un ouvert rationnel de X est Q-acyclique. Par ailleurs, si U est un ouvert rationnel
de X on a une suite exacte longue

0 —— H(U,F) — H(U,T) — H(U, Q)

H (U, F) —— HYU,Z) —— HY(U, Q)

Comme Z est injectif on a H*(U/,Z) = 0 pour tout k > 0. La fléche
H(U,T) = Z(U) — Q(U) = H(U, Q)

est surjective donc H! (U, F) = 0. Comme Q vérifie les hypothéses de I'énoncé d’apres
ce qui précéde, on a aussi H'(U, Q) = 0. En raisonnant par récurrence sur la suite
exacte longue et par annulation de la cohomologie de Z, on obtient H*(U, F) = 0 pour

tout £ > 0.
]

Remarque 1.3.33. Ainsi, par le corollaire 1.3.31 et la proposition 1.3.32, il nous reste a voir
que tout recouvrement de Laurent élémentaire de X est Ox-acyclique pour obtenir que Ox
est un faisceau acyclique, lorsque A est stablement uniforme. C'est I'objet de la proposition
suivante.

Proposition 1.3.34. On suppose que A est uniforme. Soit f € A,
U={zeX, |[fl@))<1}, Vi={zeX, |f(z)>1}
et U = {U,V'} le recouvrement élémentaire de X associé. Alors le complexe de Cech alterné
associé a U
0— Ox(X> — Ox(U) D Ox<V) — Ox<Uﬂ V) —0

est exact. Ainsi U est un recouvrement O x-acyclique de X.

Démonstration. On note

. f . 1 e f1 (1 71
oama(1). s a (D) ra(8) 2a (2] wea(l) a4 )

les morphismes de localisation, qui sont continus. Par la proposition A.3.8, il suffit de montrer

que la suite
€ f 1\ 5 f1

est exacte et que les morphismes ¢ := a @ [ et § := A — u sont stricts (définition A.3.7).
Comme « et u sont des isomorphismes au niveau des anneaux sous-jacents, on voit que ¢
est injectif et que 0 est surjectif. Il est clair que Im(e) C Ker(d). Réciproquement, soit (a, b)
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dans le terme du milieu tel que 0 = 6(a,b) = a —b € A[1l/f]. Commea € A,onabe A
donc €(a) = (a,b). Cela montre que la suite est exacte.
Soit w € A° une pseudo-uniformisante de A. Notons que A°[f], A°[1/f] et A°[f, 1/f]

sont des anneaux de définition respectifs de A ({) A <l> et A ({,

7 , tous trois munis de la
topologie w-adique. Pour tout n > 0, on a

1
f

0 (W A°[f] @ W A%[1/f]) = w"A°[f, 1/ f]

donc ¢ est une application ouverte. Comme elle est surjective, cela montre que c'est un
morphisme strict.
Pour montrer que I'injection ¢ est un morphisme strict, il suffit de montrer que les groupes

e (WA [f] @ W A1/ f]) = w" (a7 HAC[f]) N BTH(A%[1/£]))

pour n > 0 forment une base de voisinages ouverts de 0 dans A. |l suffit de montrer que

a N (A[fl) N BTHA[L/f]) € A°.

Soit a € a Y(A°[f]) N B7YHA°[1/f]). Il existe n > O tel que w"f € A°. Comme a €
BHAC[1/f]), il existe ag € A° et k > 0 tel que a = ay/f* € A°[1/f] dont on déduit qu'il
existe [ > 0 tel que f'™*a — flag = 0 dans A. Par ailleurs, il existe P € A°[X] de degré
m > 0 tel que a = P(f). Montrons par récurrence sur t > 0 que

WMEEMQ(f)a € A°.

pour tout polyndéme ) € A°[X]| de degré inférieur ou égal a [ + k + m. Pour t = 0 et en se
ramenant au cas d'un monéme Q = X* avec i € [0,l+ k +m], on a

wn(l-i-k-i—m)fi _ (wnf)iwl—&-k-i-m—i c A°.
N~
€A°

Ensuite, pour ¢t > 1, en se ramenant encore a un mondme X' il y a deux cas. Si i <[+ k
alors

I+k+m
wn(l+k+m)fiat _ wn(l—i—k—i—m)fip(f)at—l _ wﬂ(l+k+m) ( Z ijj) at—l
j=0

pour des ¢; € A°. Cette expression est dans A° par I'hypothése de récurrence. Sii = [+ &+
avec 1 < ¢ < m alors

wn(l-{-k—f—m) fiat _ wn(l-i—k—l—m)fi’(fl-i-ka)at—l _ wn(l-}—k-‘rm)fi’(aofl)at—l

car f'"%a = flay. On applique |13 aussi I'hypothése de récurrence.
Ainsi, en posant N = n(l+k +m) et Q = 1, on a w™a’ € A° pour tout t > 0. Comme
A° est un anneau de définition, on en déduit que a € A°. O]

Théoréme 1.3.35. On suppose que (A, A™) est stablement uniforme. Alors le préfaisceau
Ox est un faisceau d'anneaux topologiques et H*(U, Ox) = 0 pour tout ouvert rationnel U
de X et tout £ > 0.
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Démonstration. Notons que tout ouvert rationnel U de X est le spectre adique d'une paire de
Huber-Tate compléte uniforme, donc tous les résultats précédents portant sur X s'appliquent
aussi a U. En combinant la remarque 1.3.33 et la proposition 1.3.34, on obtient que Oy est
un faisceau d’anneaux et que H¥(U, Ox) = 0 pour tout ouvert rationnel U de X et tout
k > 0. Il reste a montrer que Ox est un faisceau d'anneaux topologiques. Par [14, Chapitre
0, (3.1.4) et (3.2.2)], il suffit de montrer que pour tout recouvrement rationnel U = (U;);er
d'un ouvert rationnel U de X, la suite de groupes abéliens

iel ijel
est exacte et que le morphisme
iel

est strict. On sait déja que la suite est exacte. On peut supposer que I est fini par quasi-
compacité de X. Par exactitude de la suite ci-dessus, I'image de ¢ est égal au noyau de
I"application continue [[;c; Ox(U;) — I1; jer Ox(U; N Uj). Elle est donc compléte car fermé
dans [T;c; Ox(U;). Par le théoreme 1.4.8, I'application surjective ¢ : Ox(U) — Im(p) est
ouverte donc c'est un morphisme strict. ]

Remarque 1.3.36. En inspectant la démonstration du théoréme 1.3.35, on peut constater
que le seul endroit ot I'on a utilisé I'hypothése d'uniforme stabilité est dans la proposition
1.3.34. Pour obtenir le théoreme dans le cas fortement noethérien, il nous suffirait donc d'avoir
un analogue de cette proposition. Voir par exemple [23, §IV.3.3].

1.4 Espaces adiques

1.4.1 Définitions et premiéres propriétés
Définition 1.4.1. Définissons une catégorie V.

— Les objets de V sont les triplets (X, Ox, (|(x)|)xex) avec X un espace topologique,

Ox un faisceau d'anneaux topologiques complets sur X et ot |-(z)| € Spv(Ox,,) est
pour tout x € X une valuation sur la fibre Ox , de z. On notera souvent X un tel
triplet.

— Un morphisme

(f.0) (X, Ox, (@))aex) = (Y Ovs (F@)])yev)

est la donnée d'un couple (f, ) formé d'une application continue f : X — Y et d'un
morphisme de faisceaux d'anneaux topologiques ¢ : Oy — f.Ox tel que pour tout
x € X, le morphisme d'anneaux ¢, : Oy, ) — Ox, induit sur la fibre en x (par le
morphisme de faisceaux 1Oy — Ox associé a @) vérifie

|-(f(2))] = Spv(ga)(]-(x)]).

On notera souvent f un tel morphisme.
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Définition 1.4.2. (i) Un espace adique affinoide est un objet de V isomorphe a

(Spa(A, A1), Oy, (|($>|)xex> )

pour (A, A*) une paire de Huber et X = Spa(A, A™), tel que Ox soit un faisceau.
(i) Un espace adique est un objet (X, Ox, (|($)|)xEX) de V tel qu'il existe un recouvre-

ment ouvert (U;);e; de X, de facon a ce que (Ui, Ox\v; (|($)|)er) soit isomorphe a
un espace adique affinoide pour tout 7 € I. On dira généralement que X est un espace
adique et on notera | X| I'espace topologique sous-jacent.

(iii) Un morphisme d'espace adique est un morphisme de V entre espaces adiques. La caté-
gorie EspAd des espaces adiques est donc une sous-catégorie pleine de V.

Notation 1.4.3. On note Afd.F (resp. CAfd.F) la sous-catégorie pleine de Afd formée des
paires de Huber (resp. complétes) dont le préfaisceau des fonctions adiques est un faisceau.
Proposition 1.4.4. On a les propriétés suivantes.
(i) Le foncteur
Spa : CAfd.F — EspAd, (A, A") — Spa(4,A™)
est pleinement fidele.

(i) Soient X un espace adique et (A, A™) un objet de Afd.F. Si f : X — Spa(A, A™)
est un morphisme d'espace adique, on obtient en considérant les sections globales un
morphisme de paires de Huber

(4,A%) = (0x(X), 04(X)) .
Cette association induit une bijection, fonctorielle en (A, A™) et en X :
Homann op (4, A") , (Ox(X), 0%(X))) = Homegpaa (X, Spa (4, A1)).

Démonstration. Voir [17, Proposition 2.1]. O

1.4.2 Espaces adiques analytiques

Définition 1.4.5. Soit A un anneau de Huber. On dit que A est analytique si I'idéal A°°A
de A engendré par les éléments topologiquement nilpotents est égal a A. On dit qu'une paire
de Huber (A, A™) est analytique si A I'est.

Proposition 1.4.6. Soit (A, A") une paire de Huber. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) A est analytique.
(ii) Pour tout couple de définition (A, Iy) de A, I'idéal I A de A engendré par I est égal
a A.
(iii) Le seul idéal ouvert de A est A.
(iv) Pour tout idéal I & A de A, la topologie quotient sur A/I n'est pas discréte.

(v) Le seul A-module topologique discret est 0.
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(vi) Pour tout x € Spa(A, A™), la valuation induite (lemme 1.1.6) par x sur x(x) =
Frac(A/supp(x)) est non triviale.

Démonstration. Voir [19, Lemma 1.1.3]. O

Exemple 1.4.7. Tout anneau de Tate est analytique. En effet, tout idéal ouvert contient une
pseudo-uniformisante donc est égal a I'anneau tout entier.

En adaptant la démonstration classique du théoréme de I'application ouverte, ou en utili-
sant le théoréme de Baire, on démontre le résultat suivant.

Théoréme 1.4.8. Soit A un anneau de Huber analytique complet et M, N des A-modules
topologiques complets (séparés) possédant une base dénombrable de voisinages de 0. Soit
f: M — N une application A-linéaire continue. Si f est surjective alors f est une application
ouverte.

Démonstration. Voir [19, Theorem 1.1.9], [27, Probléme 9.33] ou [23, §ll.4]. O

Définition 1.4.9. Soit (A, A™) une paire de Huber. On dit que = € Spa(A, A1) est analytique
si le noyau de |-(x)| n'est pas ouvert dans A. Sinon, on dit que z est non analytique.

Remarque 1.4.10. Si = est un point non analytique sur Spa(A, A™) alors = provient d'une
valuation sur I'anneau discret (A/ supp(z), (A/supp(z))™). On peut donc penser aux points
non analytiques comme relevant de la géométrie algébrique classique.

Proposition 1.4.11. Soit (A, A™) € CAfd.F et X := Spa(A4, AT).

(i) L'anneau A est analytique si et seulement tous les points de Spa(A, A") sont analy-
tiques.

(i) Un point z € X est analytique si et seulement si il existe un ouvert rationnel U contenant
x tel que Ox (U) soit un anneau de Tate.

Démonstration. (i) Soit I = A°°A I'idéal ouvert de A engendré par les éléments topologi-
quement nilpotents. On a I'égalité

{x € Spa(A, A"), z n'est pas analytique} = {x € Spa(A, A1), Va € I,|a(x)| = 0} :

En effet, si  est dans I'ensemble de droite, alors x définit une valuation continue sur
I'anneau discret A/I donc le support de z est ouvert dans A, ce qui montre que x
n'est pas analytique. Réciproquement, si x € Spa(A, AT) est non analytique alors son
support est un idéal premier ouvert de A. Ainsi, si a € A® il existe n > 1 tel que
a" € supp(x), ce qui donne a € supp(x). On en déduit que I C supp(x), ce qui donne
I'autre inclusion.

Ainsi tous les points de Spa(A, A™) sont analytiques si et seulement I = A, c'est-a-dire
si A est analytique.

(i) Soit (Ao, Io) un couple de définition de A. Supposons z analytique. Comme supp(x)
n'est pas ouvert il existe f € Ij tel que |f(x)| # 0. L'ensemble

{geA 9@ <I[f(=)}
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est ouvert par continuité de z, donc contient [}A, pour un entier n > 1. Soient
g1, ..., gr € A des générateurs de ['. Notons que I'idéal I’ A engendré par les g; dans
A est ouvert car il contient I['. Alors = est contenu dans |'ouvert rationnel

U = {y € Spa(4, A7), ¥i € [1 K] lgi()] < |f(v)] # 0}

La fonction f est non nulle sur U donc inversible dans Ox(U) (par la proposition
1.3.9 (iii)) et topologiquement nilpotente car appartenant a Ij; c’est donc une pseudo-
uniformisante de Ox (U), faisant de ce dernier un anneau de Tate.

Réciproquement, soit U := U (h’%ﬁ“) un ouvert rationnel contenant z tel que Ox(U)
soit de Tate, pour une pseudo-uniformisante f € Ox(U). Si x est non analytique alors
il existe n > 1 tel que I soit contenu dans supp(z). Comme f est topologiquement
nilpotente il existe m > 1 tel que

fmengO[f", 1<i<k
g

par définition de la topologie sur Ox(U). Mais alors on a |f™(x)| = 0 (en voyant x

comme une valuation continue sur Ox(U)), ce qui contredit I'inversibilité de f.
O

Définition 1.4.12. Soit X un espace adique. On dit que = € X est analytique si il existe un
voisinage ouvert U C Spa(A, AT) contenant x tel que (A, A") est une paire de Huber-Tate.
On note X, I'ouvert formé des points analytiques de X. On dit que X est un espace adique
analytique si tous ses points sont analytiques.

On peut caractériser géométriquement les morphismes adiques.

Proposition 1.4.13. Soit ¢ : (4, A") — (B, B") un morphisme entre paires de Huber
completes. Alors ¢ est un morphisme adique si et seulement si

Spa(p) (Spa(B, B+)an) C Spa(A, A" )an.

Démonstration. Supposons ¢ adique. Soit (Ag, Iy) un couple de définition de A et By O
©(Ap) un anneau de définition de B tel que (By, ¢(ly)B) soit un couple de définition de B.
Soit 2 € Spa(B, B"),, un point analytique. Comme Spa(y)(x) = |-(z)| o ¢ on a

supp(Spa(p)(z)) = ¢~ (supp(x)).

Si cet idéal était ouvert, il contiendrait I} pour un entier k& > 1 donc supp(z) contiendrait
©(Iy)¥ By et serait ouvert, ce qui contredirait le caractére analytique de z. Donc Spa(p(r))
est analytique. Voir [23, Proposition [11.2.5 (iii)] pour la réciproque. O

Définition 1.4.14. Soient f : X — Y un morphisme entre espaces adiques. On dit que f

est analytique ou adique si
f (Xan) g }/an-

Lemme 1.4.15. Soit (A, A™) une paire de Huber-Tate et z,y € X = Spa(A, A") tels
que y soit une spécialisation de = dans X. Alors supp(z) = supp(y). Autrement dit, toute
générisation ou spécialisation dans Spa(A, A1) est verticale.
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Démonstration. Si supp(z) # supp(y) c'est que supp(z) C supp(y) car y est une spéciali-
sation de x, par continuité de supp : Spa(A, AT) — Spec(A). Soit a € A tel que |a(x)| =0
et |a(y)] # 0 et notons w € A une pseudo-uniformisante de A. Il existe n > 0 tel que
lw™(y)] < |a(y)|, doty € X (%) Comme |a(z)| = 0, on voit que = n'est pas dans 'ouvert

X (%) ce qui est absurde. O
Proposition 1.4.16. Soit X un espace adique et x € X un point analytique. Alors = admet
une générisation maximale £ € X, qui est un point analytique. La valuation Z est de rang 1,
a méme support que z et la topologie qu'elle induit sur x(x) = k(Z) est la méme que celle
induite par .

Démonstration. Par la définition 1.4.12, on se rameéne au cas ou X = Spa(A4, A") avec
(A, AT) une paire de Huber-Tate. On sait par le lemme 1.4.15 que toute générisation de =
dans X est verticale. On note Z I'unique générisation verticale de rang 1 de = dans Spv(A)
(remarque 1.1.33). La valuation Z est continue par le lemme 1.2.21. Comme I est une géné-
risation de x, on a |a(Z)| < 1 dés que |a(z)| < 1, pour tout a € A, donc T € Spa(A, A™).
C'est de plus une générisation maximale de = dans X car la générisation verticale de rang 0
de x dans Spv(A) n’est pas continue. Comme X est analytique, le point Z I'est aussi.

Les points x et & ayant méme support, on a k(z) = k(Z). Montrons que les topologies
induites par x et T sur x(x) sont les mémes. Par définition et pour y € {z, %}, les ensembles
{a € k(y), la(y)| <}, pour v € T, forment une base d'ouverts de la topologie induite par
y sur k(y). Comme la valuation y n'est pas triviale, il existe pour tout v € I', un élément
d € I'y tel que § < 7. Cela montre que les ensembles {a € k(y), |a(y)| < v}, pour vy €T,
forment aussi une base d'ouverts, car on peut écrire

{a € r(y), lay)| <7} = U {a€rly), laly)] <d}.

6el’y
o<y

Soient V' C V" les anneaux de valuation de x(z) correspondant respectivement a x et .
Soient v € k(z)* et yV* €'y, = k(z)*/V*. On a

{a € k(z), |a(z)| <7} = {a € k(x)™, 3 € V} U {0} .
Comme V C V', la classe v(V')* € k(x)*/(V')* est bien définie, ce qui donne I'inclusion
{a € r(2), la(z)] <7} C {a € K(2), |a(@)] <}
Réciproquement, on a
{a € k(z)™, v < |a(x)\} = {a € k(z)™, g € V} C {a € k(z)*, v < |a(:i‘)|}
donc en passant au complémentaire,

{a € w(2), la(Z)] <7} C {a € r(2), |a(z)] <7},
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1.4.3 Corps résiduel complété et corps affinoides

Définition 1.4.17. Soit X un espace adique et x € X. On note
(K<I>7 KJ+(I>) = (OXw/mm O;—(,x/m:—;)

la paire de Huber constituée du corps résiduel x(x) en x et de I'anneau de valuation ouvert
kT (z) de k(z). Si x n'est pas analytique on munit x(z) de la topologie discréte. Sinon on
le munit de la topologie induite par x. Alors (k(x), k(z)") est une paire de Huber. On note
(K(z), K(z)") la complétion de (k(x),x"(x)), appelée le corps résiduel complété de .

Remarque 1.4.18. Soient (A, A™) une paire de Huber et X = Spa(A4, A1), tel que Ox
soit un faisceau. Soient x € X et U un ouvert rationnel de X contenant x. L'espace adique
U est isomorphe a Spa(Ox(U), 0% (U)) et par analogie avec les schémas, on pourrait s'at-
tendre a ce que les corps résiduels de = vu dans X ou dans U soit les mémes. Notons
y € Spa(Ox (U),0%(U)) le point correspondant a x et

T2 (A7A+) - (OX(U%O;—((U))

le morphisme de localisation. Par définition, on a |-(y)| o ¢ = |-(z)| donc supp(z) =
o '(supp(y)) et on a une injection (k(z),xkT(x)) — (k(y),x"(y)), qui n'a pas de raison
d'étre une égalité en général. Fort heureusement, ce morphisme induit un isomorphisme de
paires de Huber lorsque qu'on passe aux corps résiduels complétés; voir par exemple [23,
Proposition 111.5.1.3] pour les détails.

Si A est un anneau, les points de Spec(A) sont en bijection avec les classes d'équivalences
de morphismes A — K, pour K un corps. Les corps affinoides jouent un réle similaire pour
les points du spectre adique d'une paire de Huber.

Définition 1.4.19. Un corps affinoide est une paire de Huber (K, K*) ou K est un corps
non-archimédien ou un corps muni de la topologie discréte, et K™ C K est un anneau de
valuation ouvert borné.

Remarque 1.4.20. Ainsi, si X est un espace adique, la paire (K (z), K(x)") est un corps
affinoide pour tout x € X. Lorsque X est analytique, la proposition 1.4.16 montre que le
corps K (x) est non-archimédien pour tout = € X.

Proposition 1.4.21. Soit (A, A™) une paire de Huber.

(i) Les points de Spa(A, A') sont en bijection avec les classes d'équivalences de mor-
phismes de paires de Huber
(4, A7) = (K,K7),

ou (K, K™) est un corps affinoide tel que le sous-corps de K engendré par I'image de
A — K soit dense, et ol deux morphismes

<K17Kr) A (A7A+) - <K2>K;_)

sont équivalents s'il existe un isomorphisme de paires de Huber (K, Ki7) = (Ky, K5)
compatible avec ces morphismes.
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(ii)

(iii)

Explicitement, un point x € Spa(A, A™) correspond au morphisme de paires de Huber
(4, A7) = (K (), K (2)),
et le morphisme correspondant
Spa(K(x), K*(z)) — Spa(A, A1)
induit un homéomorphisme entre Spa (K (z), K*(z)) et I'ensemble des générisations
verticales de  dans Spa(A, A™).
Six € Spa(A, AT) est un point analytique alors les générisations y de x dans Spa(A, A™)
correspondent aux morphismes
(A, A7) = (K(y), K(y)")
avec K(y) = K(z) et K(y)* 2 K(z)™.

Remarque 1.4.22. (i) On pourrait vouloir désigner par point adique le spectre adique

d'un corps affinoide. On fera néanmoins attention au fait que |'espace topologique
sous-jacent a un tel espace affinoide n'est pas toujours un point, bien que possédant un
unique point fermé. En effet, si (K, K ) est un corps affinoide, les points de Spa(K, K )
sont totalement ordonnés pour la relation de spécialisation, la spécialisation maximale
étant le point fermé correspondant a K" et la générisation maximale le point générique
associé a K°.

L'analogue adique des points étant clarifié, on peut donner un sens aux fibres d'un
morphisme d'espaces adiques ¢ : Y — X. Etant donné x € X, sa fibre selon ¢ est
(sous réserve d’existence) le produit fibré donné par le diagramme

Y xx (Spa(K(z), K*(z)) ———— Y

¥

Spa(K (z), K*(z)) X

Comme Spa(K(x), K*(x)) peut contenir plus d'un point, la fibre de x ne s’identifie
pas a o () en général.

1.4.4 Exemples

On regarde dans cette section quelques exemples de spectres et d'espaces adiques. On
utilisera a chaque fois le cas approprié du théoreme 1.3.20.

Droite affine adique au-dessus de Z

On considére le foncteur associant a un espace adique X ses sections globales Ox(X).
Par la proposition 1.4.4 (ii), se donner un morphisme de Spa(Z[X],Z) vers X (ou Z[X] est
muni de la topologie discréte), c'est se donner un morphisme de paires de Huber

(Z[X],Z) = (Ox(X),0%(X)) ,

C'est-3-dire choisir un élément de Ox(X). Cela montre que X — O X) est représentable
par Spa(Z[X],Z). On y penser comme a la droite affine adique au-dessus de Spa(Z).
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Disque adique fermé au-dessus de 7Z

On consideére cette fois le foncteur X — O%(X). On regarde la paire (Z[X], Z[X]) munie
de la topologie discréte. Se donner un morphisme de paires de Huber

(ZIX), Z[X]) = (Ox(X),0%5(X))

revient a choisir une section f € 0% (X), c’est-a-dire d'une section globale partout bornée par
1. Cela montre que X — OF(X) est représentable par Spa(Z[X],Z[X]). On peut y penser
comme au disque adique fermé au-dessus de Spa(Z).

Disque adique fermé sur un corps non-archimédien
Soit K un corps non-archimédien. On considére (K (T"), K°(T)) avec sa topologie cano-
nique (voir proposition 1.2.50).

— Soit (L, L™) une (K, K°)-paire de Huber. Par la propriété universelle de la construction
1.2.48 (v.c), se donner un morphisme (K (T, K°(T)) — (L, L") revient a choisir un
élément a € L™ pour I'image de T'. En particulier, si L est la complétion d'une extension
algébrique de K, les (L, L°)-points de Spa(K (T')) sont exactement les points du disque
fermé unité

{a €L, |a] <1}

de L. Cela justifie de considérer Spa(K (1)) comme le disque adique fermé au-dessus
de (K, K°). On a de plus
Spa(K(T)) = Spa (K) Xspa(z) Spa(Z[X], Z[X])

par la proposition 1.4.4 (ii) et la propriété universelle de la construction 1.2.48 (v.c).
Ainsi le disque adique fermé sur K s'obtient par changement de base du disque adique
fermé sur Z, ce qui justifie la terminologie.

— Intéressons-nous a I'espace topologique sous-jacent a Spa(K(T")). On suppose doré-
navant que K algébriquement clos. On note || : K — R, une valuation de rang 1
définissant la topologie sur K. On peut classifier les points de Spa(K (7)) en 5 types
différents :

(Type 1) Soit a € K°. On peut considérer la valuation
To : (f € K(T) — |f(a)] € Ry).

La condition || < 1 assure que z,, est bien définie. On dit que z, est un point
classique. Ainsi Spa(K (T")) contient le disque fermé naif K° de K.

(Type 2,3) Pour a € K° et 0 <7 < 1 un réel, considérons le disque
D:=D(a,r)={f €K, |f—al<r}.

On définit alors la valuation

Tp: (f = an(T —a)" € K(T) — sup 1 f(B)] = sup |a,|r" € R+) :

n=0
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Cette définition ne dépend que de D, car D(«,r) = D(d/,r) pour tout o/ € D.
On dit que xp est un point de type 2 si r € |K*| et que c'est un point de type
3 sinon. Lorsque » = 1, le point xp est appelé le point de Gauss. La valuation
correspondante est

zp = |f=> a,I" € K(T) — sup |a,| € Ry

n>0 n=0

(Type 4) Soit (D;);>1 une suite décroissante de disques fermés D; := D(w;,r;) pour a; €
K° et 0 <r; <1.On suppose que l'intersection des D; est vide. On définit alors
la valuation

0 (£ 0] sup 175 = 1] Fen)le R ).
"2 BieD; 'z

(Type 5) Soit « € K°, 0 <r < 1unréelet D= D(a,r). Sir <1 on peut définir deux
valuations. Considérons le groupe abélien R, x Z muni de I'ordre lexicographique
et posons 7, := (r, 1). Ce groupe se note plus suggestivement Ri X fy?, avec une
notation multiplicative. En voyant un réel ' > 0 comme 7' -1 € R* x 7%, on a
ainsi r < 7y, < r’ pour tout réel ' > r, donc on peut penser a I'élément -y, comme
étant infinitésimalement plus grand que . On définit les valuations

Tp+ (f => a,(T —a)" € K(T) — sup|a, |y, € (Ri X ’yrZ) U {0})

et

1
zp-: | =D a(T—a)" € K(T)— sup\an\% € (Ri X ’y%) u {0}

n=0 n=>0 r

Si r =1, on ne considére que xp _ (car pour l'autre on a |T'(xp )| > 1 donc
xp+ n'appartient pas a Spa (K(T'), K°(T))).

— Tous les points sauf ceux de type 2 sont fermés. L'adhérence du point de Gauss est
homéomorphe 2 la droite affine schématique A! sur le corps résiduel r := K°/K®
de K. L'adhérence des autres points de type 2 est homéomorphe a la droite projective
schématique P! sur k.

— Si le groupe des valeurs de K est R tout entier, il n'y a pas de points de type 3. Par
ailleurs, on dit que K est sphériquement complet lorsqu'il n'y a pas de points de type
4 c'est le cas lorsque K est localement compact par exemple, car alors une intersection
de disques fermés est un disque fermé ou un point. On peut montrer que C, n'est pas
sphériquement complet.

— Topologiquement, on peut visualiser ces points comme un arbre de racine le point de
Gauss. Les points classiques forment un segment a I'autre extrémité de I'arbre, reliés
par des branches. Monter d'un point classique o € K° vers le point de Gauss revient
a considérer les valuations associées (de type 2,3 ou 5) aux disques fermés dans K de
centre « et de rayons croissant.

59



Les points de type 2 sont les points de branchements, tandis que ceux de type 3 sont
les autres points sur les branches. Les points de type 5 sont « collés » autour de ceux de
type 2, avec un point pour chaque branche sortant d'un tel point (le signe indiquant si
la branche part vers la racine ou un point classique). Les points de type 4 correspondent
aux extrémités des branches n’arrivant pas jusqu'aux points classiques, car |'intersection
des disques successifs est vide.

(2)
(5)
/_\

(4) 2SN DT

FIGURE 1.1 — Disque adique fermé sur K (tiré de [28, Example 2.20])

(3)
(2).(5)

— Nous renvoyons a [8, Lecture 11] pour une étude trés détaillée et générale du disque
adique fermé sur un corps non-archimédien quelconque, justifiant notamment la classi-
fication des points et la visualisation proposée ci-dessus. L'idée est de commencer par
classifier les points de rang 1 en remarquant que leur restriction a K est égale a la
valuation |-| : K — R, puis de s'intéresser a leurs générisations et spécialisations.

Droite affine adique sur un corps non-archimédien

Le disque adique fermé sur K nous permet de définir la droite affine adique sur K. Soit
w € K° une pseudo-uniformisante de K. Comme

K= U w "K°,

n=0
on voit que le changement de base sur K de la droite affine adique sur Z
Spa (K) X Spa(Z) Spa(Z[X], Z)
est isomorphe au foncteur envoyant une paire de Huber (A, A™) vers

A= U w AT,

n=0

En considérant les morphismes (adiques) d'inclusions pour n > 0

(1 (m) & () — (1 (55) 5 (25)
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on voit que la droite affine adique sur K est la limite cofiltrante

%Spa (K <w7:"> K <w7:”>>

qui a naturellement une structure d’espace adique. On peut y penser comme a |'union sur
n > 0 des disques adiques fermés de rayon |w™"| sur K.

Disque adique ouvert sur Z

On consideére le foncteur associant a un espace adique X I'ensemble (Ox (X)) de ses sec-
tions globales topologiquement nilpotentes. Ce foncteur est représenté par Spa(Z[T|,Z[T)),
ol ZI[T] est cette fois muni de la topologie T-adique. C'est aussi le spectre adique de
(Z[[T]],Z[[T]]), en passant a la complétion. On peut donc considérer Spa(Z[T], Z[T]) comme
le disque adique ouvert sur 7Z.

Disque adique ouvert sur Z,

On s'intéresse a X = Spa(Z,[[T]],Z,[[T]]), ou Z,[[T]] est muni de la topologie (p,T')-
adique. C'est un espace adique affinoide par le théoreme 1.3.20 (ii), appelé le disque adique
ouvert sur Z,. C'est le changement de base de Spa(Z[T|, Z[T]) par Z,.

Soit s € X un point non-analytique. On a alors |p(s)| = 0 et |T'(s)| = 0. On en déduit
que s € Spa(lF,) est le point fermé donné par la valuation triviale s : Z,[[T]] — F, — {0, 1}.
C'est le seul point non-analytique de X. Soit ) I'espace adique analytique ) := X \ {s}.

Sixz e ), onalp(x)] #0ou |T(x)| #0. Cela incite a paramétrer les points de ) selon
I'écart entre les valeurs qu'ils prennent en p et en T. On montre en effet qu'il existe une
unique application continue

A Y] = [0, +00]

telle que si r € [0,+o0] et x € Y, on a A(z) = r si et seulement si pour tout rationnel
m/n > 1 on a
T(2)" = |p(a)|"

et pour tout rationnel m/n < r on a
T ()" < [p(x)|™.

Cette application est surjective. Si x € Y et & € ) est sa générisation maximale de rang 1,
on peut la définir par
In (|7(z
Ao o RO
In (|p(2)])

Si I est un intervalle de [0, +0c0], on note YV I'intérieur de A™!(I). C'est un espace adique
analytique.

On peut notamment considérer |'espace adique analytique Vo 1], qu'on peut voir comme
la fibre générique de X sur Z,, c'est-a-dire (dans ce cas, voir la remarque 1.4.22) I'image
réciproque du point générique 7, € Spa(Z,) par le morphisme structural X — Spa(Z,).
Comme I'application A est continue, I'espace Vo o[ N'est pas quasi-compact car sinon son
image serait un intervalle compact de R U {400}. La fibre générique de I'espace adique
affinoide X n’est donc pas affinoide.

€ [0, 4o0].
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Chapitre 2

Géomeétrie perfectoide

Le formalisme des espaces adiques sera utilisé dans ce chapitre pour introduire les espaces
perfectoides et développer leurs propriétés de base.

Nous commencerons par définir les anneaux perfectoides (qui seront une généralisation
des corps perfectoides considérés dans la thése de Scholze) et par étudier plusieurs variations
autour des différentes conditions en jeu.

La section 2.2 sera consacrée au basculement d’anneaux perfectoides, qui sera la construc-
tion fondamentale permettant de transformer un anneau perfectoide de caractéristique quel-
conque en un anneau perfectoide de caractéristique p. Le basculement induira une équivalence
de catégories entre les algebres perfectoides sur un anneau perfectoide A et celles sur son bas-
culé A°. En utilisant les vecteurs de Witt (dont la définition et les propriétés sont exposées
dans la section A.4 de I'annexe), nous définirons un foncteur de débasculement, qui sera un
quasi-inverse au foncteur de basculement. Une paire perfectoide (A, A™) de caractéristique
p n'admettra pas un unique débasculé en général, ces derniers étant paramétrisés par cer-
tains idéaux primitifs de degré 1 de I'anneau W (A™) des vecteurs de Witt a coefficients dans
A™. Nous finirons cette section par quelques énoncés qui nous permettront de géométriser le
basculement aux spectres adiques d'anneaux perfectoides.

Nous introduirons le langage des presque mathématiques dans la section suivante. Etant
donné une paire perfectoide (A, A™), I'idée sera de considérer les AT-modules a A°°-torsion
prés. Formellement, cela correspondra a localiser la catégorie abélienne des A™-modules par la
sous-catégorie de Serre constituée des AT-modules M presque nuls, i.e. vérifiant A°°M = 0.
Nous utiliserons ce formalisme pour décrire a presque isomorphisme prés les sections ra-
tionnelles du préfaisceau associé au spectre adique d'une paire perfectoide. Cela permettra
de montrer que les anneaux perfectoides sont stablement uniformes et donc de munir leur
spectre adique d'une structure d'espace adique affinoide.

Enfin, nous construirons les espaces perfectoides comme recollements de spectres adiques
d'anneaux perfectoides. Le basculement se géométrisera, donnant un homéomorphisme sur les
espaces topologiques sous-jacents en dépit du basculement au niveau du faisceau de fonctions.
Nous terminerons le chapitre en relachant le ton pour énoncer de fagon imprécise (et sans
aucune démonstration) les résultats portant sur la comparaison de la cohomologie étale d'un
espace perfectoide avec celle de son basculé.
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2.1 Anneaux perfectoides

Rappelons que p désigne un nombre premier fixé. Si A est un anneau de caractéristique

p, on note
®:A—- A x—2af

I’endomorphisme de Frobenius. On dit que A est parfait si ® est un automorphisme d’anneaux.
Nous conseillons de relire le lemme 1.2.32 qui sera plusieurs fois utilisé implicitement dans ce
qui suit.

Définition 2.1.1. Un anneau A est dit perfectoide si c'est un anneau de Tate complet
uniforme et si il existe une pseudo-uniformisante w € A° de A telle que wP divise p dans A°
et que le morphisme d'anneaux

DA Jw— A°JwP, x> 2l
est un isomorphisme.

Lemme 2.1.2. Soit A un anneau de Tate complet et AT un sous-anneau d'éléments entiers.
On suppose qu'il existe une pseudo-uniformisante w € A™ de A telle que w? divise p dans
AT, Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le morphisme d'anneaux
D: AT Jw— AT /WP, 2P
est un isomorphisme;
(i) L'endomorphisme de Frobenius
O:AY/p— At /p, x> 2P
est surjectif.
Démonstration. Montrons d'abord qu'avec les hypothéses de |'énoncé, le morphisme
QA Jw— AT /WP, 1 2P

est toujours injectif. Soit x € A tel que ®(z mod p) = 0. Il existe y € AT tel que 2P = WPy,
d'ou (z/w)P € A, puis x/w € AT car A est intégralement clos dans A.
Ensuite, comme w? et donc w divisent p dans AT, on a un diagramme commutatif

LIS
- N

o

At Jw AT JwP

ol les fleches non nommeées sont surjectives et induites par les applications quotients. |l est
alors clair que ® : A" /w — AT /wP est surjective si ® : AT /p — AT /p I'est; cela montre

que (ii) implique (i).
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Supposons (i). Soit © € A™. Par surjectivité de ® : AT /w — AT /wP, il existe x5 € AT
tel que x = 25 + ywP pour un certain y € A'. En raisonnant par récurrence, on trouve pour
tous n > 0 un élément z, € AT tel que

n+1
xr — (ch + 2bwP 4 2hw® + -+ xﬁw"”) cewl AT,

Ainsi, par complétude on obtient
+oo
r="> rhw? e A"
k=0
Comme w divise p dans A", on a en développant le produit
+o0 p
T — (Z kak> € pAt,
k=0

ce qui montre (ii). O

Remarque 2.1.3. Le lemme suivant montre qu'un anneau est perfectoide lorsque les condi-
tions de la définition 2.1.1 sont vérifiées au niveau d'un anneau de définition intégralement
clos. On pourrait ainsi développer toute la théorie en raisonnant uniquement sur de tels an-
neaux, appelés integral perfectoid dans la littérature; c'est par exemple I'approche utilisée
dans les notes de cours de Morrow [24].

Lemme 2.1.4. Soient A un anneau de Tate complet, A" un anneau de définition intégra-
lement clos de A et w € A" une pseudo-uniformisante de A. On suppose que p € wPA™ et
que le Frobenius

S AT Jw — AT /WP
est un isomorphisme d'anneaux. Alors la paire (A, A™) est perfectoide.

Démonstration. Le lemme 1.2.32 montre que A est uniforme. Ensuite, on peut supposer que
w admet une racine p-ieme dans A™. En effet, le Frobenius ® : A" /w — AT JwP est surjectif
donc il existe w’ € AT et a € A" tels que

(WP =w+wPa =w(l +w a).

Comme wP~la € A" est topologiquement nilpotent, I'élément b := 1 4+ w” la est inversible
dans AT (car AT est complet), ce qui fait qu'on peut remplacer w par bw = (w')?.
Par la définition 2.1.1 appliquée avec w'/?, on doit montrer que le Frobenius

D AWM = A% w

est un isomorphisme d'anneaux. Le début de la démonstration du lemme 2.1.2 montre que
c'est une injection.

Soit f € A°. On awf € A°° C A* donc par la surjectivité de & : A" /w — AT /w?, il
existe i,z € A7 tels que y? = wf + wPz. On a alors

() = f+wrs,

_1N\P . _1
donc (yw P) € A° ce qui donne yw ™ » € A°. Comme wP 'z € wA®, cela montre que f est

une puissance p-ieme modulo wA°, donc la surjectivité de ® : A°/w!/? — A°/w. Cela permet
de conclure. O
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La proposition ci-dessous éclaire la terminologie.

Proposition 2.1.5. Soit A un anneau de Tate complet de caractéristique p. Alors A est un
anneau perfectoide si et seulement si A est parfait.

Démonstration. Supposons que A est perfectoide. Comme A est de caractéristique p on a
A°/p = A° donc le Frobenius ® : A° — A° est surjectif par le lemme 2.1.2. Comme A est
un anneau de Tate uniforme, il est le localisé de A° en une pseudo-uniformisante donc le
Frobenius ® : A — A est surjectif. Par ailleurs le lemme 1.2.33 montre que A est un anneau
réduit, et donc en particulier que le Frobenius ® : A — A est injectif. Cela montre que A est
parfait.

Supposons A parfait. D'aprés le lemme 2.1.2, il suffit de montrer que A est uniforme.
Soit Ay un sous-anneau de définition. Pour tout entier k € Z, le théoreme 1.4.8 appliqué a
Pk A — A (ol le A d'arrivée a la structure de A-module induite par ®*) montre que le
sous-anneau ®*(Ag) est ouvert. En particulier, il existe w € Ay une pseudo-uniformisante de
A telle que wAy C ®(Ap), d'ott w/Pd~1(A) C Ap. On a alors

WP (Ag) = wrd ! (wrd 1 (4y)) C A

puis pour tout entier n > 0,

On en déduit que, pour tout n > 0,

En effet, si x € 7" (Ay) alors

1 1 1 1
1, .0 g (1,4 1
wr = wp+ Tpm w (p+ +p">gj € AO>
—_————
€2 (Ao)

ot () € d"(Ap) car
n 1 1 n n—1
P+t )| =p" = (+p+-+p")
p p
est un entier positif. Le sous-anneau parfait

AT = T (Ag) Cw A,

n=0

est ainsi ouvert et borné, donc c’est un anneau de définition de A. On alors A°° C A(l)/poo. Si
x € A°, onawxr € A®° C Aé/p par la proposition 1.2.12 (ii), d'ou A° C uflA(l,/p et A°
est donc borné. O

Définition 2.1.6. Un corps perfectoide est un corps non-archimédien qui est un anneau
perfectoide.

Remarque 2.1.7. Il serait naturel de définir un corps perfectoide comme un anneau perfec-
toide qui est un corps. Il est assez difficile de montrer qu’une telle définition coincide avec
celle ci-dessus, voir [19, Theorem 2.9.1].

65



Proposition 2.1.8. Soit K un corps non-archimédien; on note |-| : K’ — R sa valuation
de rang 1 et Ok son anneau des entiers. Alors K est un corps perfectoide si et seulement si
les conditions ci-dessous sont toutes vérifiées :

(i) La valuation |-| n'est pas d'image discréte dans R, .

(i) |p| < 1.
(iii) L'endomorphisme de Frobenius

O :O0k/p— Ok/p, x> a?f
est surjectif.

Démonstration. Comme K est un corps non-archimédien on a K° = Q. Supposons que
K est un corps perfectoide. Alors (iii) est vérifiée par le lemme 2.1.2. Soit w € Ok une
pseudo-uniformisante ; on a |w| < 1. Comme w? divise p dans Ok cela donne |p| < 1. On a
Ip| < |w| < 1 et par surjectivité du Frobenius, il existe x, z € O tel que w = 2P 4 pz, d'ou
|w| = |z|P par I'inégalité ultramétrique, et on a encore |p| < || < 1. En répétant I'argument
on trouve pour tout entier n > 1 un élément z,, € O tel que |z,,| = |w|'/?". Comme la suite
(Jw[*?"),=1 tend vers 1, cela montre que |-| n'est pas d'image discrete.

Réciproquement, supposons (i), (ii) et (iii). |l reste seulement a trouver une pseudo-
uniformisante w tel que wP divise p dans Ox. Comme la valuation n'est pas discréte, on
peut trouver w € K* tel que |w|? < |p|, dont on déduit |w| < 1 et w € Ok est donc une
pseudo-uniformisante. Comme [pw ™| < 1 on a pw ™ € Ok donc w? divise p dans O. [

Remarque 2.1.9. On trouvera dans [19, Remark 2.1.8] un historique détaillé de la notion
d'anneau et de corps perfectoides.

Exemple 2.1.10. (i) Une extension finie de (Q, n'est jamais un corps perfectoide car la va-
luation est d'image discréte. Pour la méme raison, la complétion de |'extension maximale
non-ramifiée de Q, n'est pas perfectoide.

(ii) Tout corps non archimédien algébriquement clos est perfectoide; c'est en particulier le
cas de C,.

(iii) Un corps non archimédien de caractéristique p est perfectoide si et seulement si il est
parfait par la proposition 2.1.5. Ainsi, si k/FF, est un corps parfait, on note k((7/7™))
le corps perfectoide obtenu comme la complétion de la cléture parfaite de k((7")), c'est-
a-dire la complétion de I'extension

L>Jok((T)) [

On remarquera aussi que si K est un corps perfectoide de caractéristique p de corps
résiduel k alors K est une extension de k((t'/7™)), pour tout t € K vérifiant 0 < |t| < 1.

(iv) On note Q,(p'/?™) le corps perfectoide obtenu comme complétion de I'union des ex-
tensions ramifiées
1 n
U @p[p /P ]
n=0

de Q,, ou (pl/pn>n>0 est une suite de racines p"-iemes de p, telle que

=

(pl/pn+1>p _ pl/pn
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pour tout n > 0. C'est un corps non-archimédien, dont le groupe des valeurs de la
valuation est Z[1/p| et de corps résiduel [F,, sur lequel le Frobenius est surjectif. En

notant Z,[p'/?”] = (Qp(pl/poo)>o, on peut par exemple prendre w = p*/P comme
pseudo-uniformisante vérifiant p € wWPZ,[p*/?”].

(v) On note Q¥ la complétion de I'extension

Qp(pp=) = U Qplptpr],

n=>0
ol (ppn)n=0 €st une suite de racines primitives p"-ieme de I'unité, telle que
p__
(k1) = pipn

pour tout n > 0. C'est un corps non-archimédien. Pour n > 1, le polynéme minimal de
pn sur Q, est le p"-iéme polynéme cyclotomique

p—1
D (X) =Y XF"
k=0

Ainsi la norme de ji,n — 1 sur Q,, est Ng,(u,n)/Q, (#pn — 1) = p donc
e = 17070 = .

On en déduit que la valuation sur Q;yd n'est pas d'image discrete. On note Z;yd
I'anneau des entiers de ngd. C'est la complétion de I'union sur n > 0 des Z,|ji,n].
Pour T € ZY/p, il existe n > 0 et = € Zy[ju,»] d'image T modulo p. Comme Zj|f1,n]

st un ZP_mOdUIe libre de base <1’ Hprs -y (:up”)pn_l)y il existe ag, ..., Apn_1 c Zp tels
que
p"—1 -1
xr = Z ak(,up”)k — Z ak(#’gn-{—l)k.
k=0 k=0
En posant
pt—1
yi= 3 alpnen)t € Lyluyn] C Z57,
k=0

on a y? = x modulo p. Cela montre que le Frobenius @ : Z;yd/p — Z;yd/p est surjectif,
et donc que ngd est un corps perfectoide.

(vi) On pourra trouver en [30, Example 6.1.5 (4)] ou en [19, Exercice 2.4.8] des exemples
d'anneaux perfectoides n'étant pas des algebres sur un corps perfectoide.

Proposition 2.1.11. Soient (K, Kt) une paire perfectoide avec K un corps perfectoide, et
w € KT une pseudo-uniformisante de K. On note

K+ (X7
la complétion de I'anneau
U E* X

m=0
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On pose alors

KXV = R (X1 [ﬂ

qui ne dépend pas du choix de w. Alors
(B (X7 ) K (X))

est une paire perfectoide dont I'anneau des éléments a puissances bornées est
(F (X)) = B2 (X,

Démonstration. Le point le moins immédiat est la description des éléments a puissances bor-
nées, qui permet de montrer que |'anneau est uniforme. Cela se fait néanmoins sans difficultés
car la topologie est induite par une valuation de rang 1. On renvoie a [23, Proposition V.1.2.8]
pour une démonstration. O

Remarque 2.1.12. On généralisera cet énoncé au cas d'une paire perfectoide (A, A™) quel-
conque dans le corollaire 2.3.11. On n'aura cependant qu'un presque isomorphisme au niveau
de I'anneau des éléments a puissances bornées.

Le lemme ci-dessous servira dans la démonstration du théoreme 2.4.1.

Lemme 2.1.13. Soit A un anneau de Tate de caractéristique p ayant un anneau de définition
parfait. Alors A et A sont parfaits.

Démonstration. Soient Ay un anneau de définition parfait de A et w € Ay une pseudo-
uniformisante de A. Alors w!'/? € A, est aussi une pseudo-uniformisante de A et on a

1 1
A:AﬂJ:AﬂmA

par la proposition 1.2.29 (i). Soit a = % € A avec ag € Ag et k > 0. Il existe by € Ay tel

que ag = (by)?, d'ott a = (-2-)P. Par ailleurs, si a? = 0 alors il existe [ > 0 tel que

w

0=wla = auu' ™" = (bow(l’k)/p)p.

Comme A est parfait, on a byw! %/ = 0 donc a = 0. Cela montre que A est parfait.

Comme Ay est un anneau de définition de A par la construction 1.2.38 (i), il suffit par ce
qui précéde de montrer que Ay est parfait. C'est une conséquence de I'isomorphisme d'anneaux

A\O = @Ao/(wl/p)n = @Ao/w" = A\(), (xn)n>1 —> (xﬁ)n>1~

n>1 n>1
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2.2 Basculement d’anneaux perfectoides

2.2.1 Basculé

Lemme 2.2.1. Soient A un anneau perfectoide et w € A° une pseudo-uniformisante de A
telle que p € WP A°. Les applications induites par les projections

lim A° — lim A°/wp — lim A°/p — lim A°/w? — lim A°/w
S % T T %

sont toutes des isomorphismes de monoides topologiques (pour la multiplication), ot les limites
sont indexées par N et avec ® :  — 2P le Frobenius.

Démonstration. On construit uniquement un inverse continu de la fleche lim | A® — lim | A°Jw,
les autres cas se traitant de facon similaire.
Définissons tout d'abord un morphisme a : lim | A®Jw — A° tel que pour tout (), €
: o .
lim, A°/w on ait
o <(Tn)n>o) = T mod wA°. (2.1)

Soient (77,),5, € lim A°/w et considérons z,, € A° un relevé de T,, € A°/w, pour tout
n > 0. Montrons que la suite (27" ),>0 converge dans A° et que sa limite ne dépend pas du
choix des x,,. Pour tout n > 0 on a x| — z,, € wA® par définition, donc
P

2

Ty — @b = | Ty + (24 — ) | — b € W2A°
—_———

EwA°

par la formule du bindme et car w divise p. En répétant I'argument on obtient
n+1

D p" n+1 po
Ty — b e w"TAC

La suite considérée est donc de Cauchy donc converge dans A°. Pour tout n > 0 soit 2/, € A°
un autre relevé de 7,,;. On a alors x,, — 2/, € wA® par définition, donc comme précédemment
)p c wn-&-le.

= (o,

Cela montre que
o ((ﬁ)@o) = lim 27 € A°

n—-+00

est bien défini. Il est clair que c'est une application multiplicative. Sia € A° et £k > 0 on a
aa+wrA®) = S(@)nso, IM =0, Vo> m, oF €a+ kao}
= {@)ns0, To€T+T A}

ol z,, est un relevé de 7, et car a + w”A° est ouvert, donc « est continue.
On pose alors

o I%HAO/W — %IAO’ (Tn)p0 — (O‘ ((Tn)@k))kgo'

Comme (.le-_.i_llp,l'k_i_gp, ) = (Tk, Thtls - ) pour (Tn) >0 € Hm A°Jw, il est cIai/r que o

est bien définie. C'est une application multiplicative et continue car « l'est, et I'équation
. e o . o/ i

(21) montre que o est un inverse de I'application lim, A° — lim A°/w induite par la

projection. O
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Construction 2.2.2. Soit A un anneau perfectoide.

(i)

(iii)

(iv)

On note A’ le monoide topologique (pour la multiplication)

A = I'&nA = {(ajn)@[) c AN Yn >0, 2b,, = xn}
>
ou la limite est prise sur N et ® est le Frobenius. On le munit d'une addition en posant
k
= 1l P A
(@) Wdpsg = (2 @t vn)”) €

pour (2n)n>0, (Yn)nso € A’. Muni de ces lois, A’ est un anneau perfectoide de ca-
ractéristique p, appelé le basculé de A. Le basculement A — A’ induit un foncteur
de la catégorie des anneaux perfectoides vers la catégorie des anneaux perfectoides de
caractéristique p.

Si w’ € A° est une pseudo-uniformisante de A telle que p € (W')PA°, on a I'égalité
(A")° = lim A°
i3

et les applications induites par les projections induisent des isomorphismes d’anneaux
topologiques

lim A° = lim A°/p = lim A° /W'
5 % 5

On note
(-)ﬂ ‘A" =limA — A, (xn)ns0 — To
i

la projection d'indice 0, appelée application de débasculement. C'est une application
multiplicative continue. Alors il existe une pseudo-uniformisante w € A tel que w? divise
p dans A° et étant dans I'image de () : A” — A. Si W’ € A” est tel que (W) =w
alors w” est une pseudo-uniformisante de A”, le débasculement induit un isomorphisme
d'anneaux (topologiques discrets)

Abo/wb =~ A°Jw

et on a
Ab _ Abo |:1:| )

WP

Plus précisément, |'application

AT s AT = lim AT
e

établit une bijection croissante (pour l'inclusion) entre I'ensemble des sous-anneaux
d’éléments entiers de A et I'ensemble des sous-anneaux d'éléments entiers de A”. De
plus, si AT C A° est un tel sous-anneau, I'isomorphisme du (iii) induit un isomorphisme
d’anneaux

AT = A .

Démonstration. On raisonne d'abord sur A? := l'glq) A° puis on procede par localisation.
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— Un raisonnement similaire a celui fait dans la démonstration du lemme 2.2.1 montre
que I'addition est bien définie sur A°°. Montrons que les isomorphismes de monoides
topologiques du lemme 2.2.1 sont compatibles avec I'addition sur A°°. On le montre
seulement pour lim, A — lim A° /W', les arguments pour les autres fleches étant

semblables. Soient (2,,)>0, (Yn)ns0 € A et
(20)n0 7= (Tn)nz0 + (Yn)nzo € A,
Il suffit de remarquer que pour tout n > 0 on a
2n = Tp + Y, mod w'A°

car A°/w’ est de caractéristique p. Ainsi, A°” est un anneau topologique de caractéris-
tique p par transport de structure.

— Montrons qu'il existe une pseudo-uniformisante w € A tel que p € WP A° et admettant
un antécédent selon I'application de débasculement (autrement dit, possédant une suite
compatible de racines p-iemes dans A°). Comme

A =5 lim A°JW'?,
s

un antécédent de w’ mod w” A° pour la projection d'indice 0

lim A° /W' — A° /W'
%

nous fournirait un élément W’ = (wy)n0 € A tel que
wo =w mod wPA°.
Un tel élément existe par surjectivité de
O A% ' — A% )P oz 2l

car A est perfectoide. On pose alors w := wy. Par définition, il existe a € A° tel
que w = W' (1 4 a(w')?). Comme a(w')? est topologiquement nilpotent, 1 + a(w')? est
inversible dans A° donc w est une pseudo-uniformisante de A.

— Notons que comme w est inversible dans A, tous les w,, le sont aussi, et W’ est alors

inversible dans A” d'inverse (w; '), € A’

— Montrons que la topologie sur A® est la topologie w’-adique; en particulier, w’ sera

topologiquement nilpotent. Pour tout n > 0 on note 7, : A” — A°/w la projection
d’indice n. Une base de voisinages de 0 est donnée par les ker(m,). En notant

@ . Aob — Aoba (xn)n20 — (.’I}z)n>0 o <$g7$07x1, N )
I"automorphisme de Frobenius (d'inverse (y)n>0 = (#n+1)n>0), on a
ker(m,) = @"(ker(m)) = @n(waOb) - (wb>p"Aob

ce qui montre que A® porte la topologie w’-adique. Pour voir que ker(m) = w’ A, il
suffit de remarquer que si (z,,),>0 € ker(m), alors pour tout n > 0 on a (z,,/w,)?" =
To/w € A° donc 1, /w, € A° car A° est intégralement clos, et w’ (2, )n>0 = (Tn/Wn )0
est alors un élément bien défini de A%.
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— Cela montre au passage que le débasculement induit une injection
A” Ju” — A°w.

La surjectivité du Frobenius ® : A°/w — A°/wP montre que cette application est
surjective, ce qui nous donne |'isomorphisme d’'anneaux

A% Ju = A° .
— L’isomorphisme d'anneaux topologiques

A? =5 lim A° /w,
5

fait que A°" s'identifie 3 une limite projective d'anneaux discrets donc est complet.

En résumé, on a montré que A est un anneau topologique complet pour la topologie w’-

adique, que c'est un anneau parfait de caractéristique p, et qu’on a |'isomorphisme d’'anneaux
annoncé en (iii).

— Montrons que I'addition est bien définie sur A°. Soient (2,,)n>0, (Yn)ns0 € A°. Comme

A = A° B] il existe un entier N > 0 tel que w¥zy € A° et wVy, € A°, d'ol
(W)Y (2n)ns0 € A” et (W)Y (Yn)ns0 € A* car A° est intégralement clos dans A. Par ce
qui précéde, (W)Y ((,)n=0 + (Yn)ns0) € A% est bien défini, donc (2,,)n>0 + (Yn)nz0 €
A® I'est aussi car w” est inversible dans A”.
On a vu au passage que A’ = A* {ﬁ} ce qui fait de A” un anneau topologique. Ainsi,
A® est un anneau de Tate avec A% comme anneau de définition et w’ pour pseudo-
uniformisante. Comme A° est également complet, parfait et de caractéristique p, c’est
un anneau perfectoide (proposition 2.1.5). On a montré (i) et (iii).

— Pour montrer (ii), il reste 3 voir que A := (A°)° = im, A° =: A%, Comme A°
est borné dans A, on voit que A% est borné dans A”, donc A% C A", En effet, soit
U’ un ouvert de A%, Il existe n > 0 et U un ouvert de A° tel que w, ' (U) C U,

ol w, : A®” — A° est la projection d'indice n. Il existe un ouvert V de A° tel que
V - A° C U. On vérifie que I'ouvert V' = 1(V) de A est tel que

V' A CwW(U)C U

Réciproquement, soit 2 = (2, )n>0 € A”°. Comme z est 3 puissances bornées, il existe
N > 0 tel que pour tout n > 0 on ait (w’)¥2™ € A®. En particulier, 2o € A°. Comme
on a xﬁn = xy pour tout n > 0, on obtient x,, € A° car A° est intégralement clos, et
donc x € A®. Cela achéve de montrer (ii).

— Montrons (iv). Soit AT un sous-anneau d’éléments entiers de A. Remarquons que
wWA® C A C AT C A°

donc la projection A° — A°/w induit une bijection entre les sous-anneaux d'éléments
entiers de A et les sous-anneaux ouverts intégralement clos de A°/w. De méme, on
a une bijection entre les sous-anneaux d'éléments entiers de A’ et les sous-anneaux
ouverts intégralement clos de A*°/w’ via la projection A’ — A°°/w’. L'isomorphisme
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A°Jw = A’°/w considéré ci-dessus induit donc une bijection entre les sous-anneaux
d'éléments entiers de A et ceux de A°. Montrons que cette bijection est donnée par
AT — I'&nq) AT Si (ap)ns0 € A, 0n a (an)ns0 € I'&n@ AT si et seulement si ag € AT
car A% est intégralement clos. Comme ag+wA° est I'image de (a,,)ns0+w’ A*° € A /u’
par |'isomorphisme de (iii), cela permet de conclure.

]

Définition 2.2.3. Soit A un anneau perfectoide et A" un sous-anneau d’éléments entiers de
A. On dit que (A, A1) est une paire de Huber perfectoide. La construction 2.2.2 fournit une
paire de Huber perfectoide (A°, A°"), appelée le basculé de la paire (A, AT).

Le basculement (A, A*) — (A°, A™") est un foncteur de la catégorie des paires de Huber
perfectoides vers la catégorie des paires de Huber perfectoides de caractéristique p.

Exemple 2.2.4. (i) Considérons K = Q,(p*/?™) et p’ = (p,p'/,...), qui est une pseudo-
uniformisante de K. On a

K =l K/p = 2[5 fp =l B, [69)] 1 =, [0/

donc on localisant par p, on obtient un isomorphisme K’ = F,((T*/?™)) en envoyant

T vers p’.

(i) En posant K = Q' (exemple 2.1.10 (v)) et en considérant la pseudo-uniformisante
(fp, ptp2,...) — 1 de K’, un raisonnement analogue montre que K’ est isomorphe a
F,((TV/7)).

Remarque 2.2.5. Soit A un anneau perfectoide de caractéristique p. Par le théoréeme 1.4.8,
le Frobenius @ : A — A est un isomorphisme d'anneaux topologiques. En particulier, on en
déduit que le débasculement (-)* : A> — A est aussi un isomorphisme d’anneaux topologiques,
donc A s'identifie a son basculé.

Lemme 2.2.6. Soit (K, K™) une paire perfectoide, de basculé (K, K°F). Alors K est un
corps perfectoide si et seulement si K” est un corps perfectoide. Lorsque ces conditions sont
vérifiées, Kt est un anneau de valuation de K si et seulement si K’ est un anneau de
valuation de K.

Démonstration. Voir [28, Lemma 5.21]. O

2.2.2 Débasculement

Définition 2.2.7. Soit (A, A™) une paire de Huber perfectoide de caractéristique p. Si
(B, BT) est une paire de Huber perfectoide et

p: B = A
est un isomorphisme d'anneaux topologiques se restreignant en un isomorphisme
o1 (BY) = AT,
on dit que ((B, B1), ) est un débasculé de (A, A™).
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Remarque 2.2.8. Bien que le basculé d'un anneau perfectoide soit toujours de caractéristique
p, un débasculé n'est pas nécessairement de caractéristique 0. Ainsi, si (A, A™) est une paire
de Huber perfectoide de caractéristique p, la paire ((A, A1), id4) est un débasculé de (A, A™).

Définition 2.2.9. Soit A un anneau perfectoide et B une A-algebre topologique. On dit que
B est une A-algébre perfectoide si B est un anneau perfectoide.

Remarque 2.2.10. Soit A un anneau perfectoide et A — B un morphisme vers un anneau
de Huber B. Soit w € A une pseudo-uniformisante telle que p € wPA°. Comme A est un
anneau de Tate, le lemme 1.2.31 montre que B est un anneau de Tate avec w comme pseudo-
uniformisante, et on a de plus p € wP?B°. Pour que B soit une A-algebre perfectoide, il suffit
donc (par le lemme 2.1.2) que B soit complet et que le Frobenius ® : B°/p — B°/p soit
surjectif.

On renvoie a la section A.4 de I'annexe pour des rappels sur les vecteurs de Witt.

Lemme 2.2.11. Soient (A, A™) une paire perfectoide de caractéristique p et w € AT est
une pseudo-uniformisante de A. Alors W (A™) est complet pour la topologie [w]-adique.

Démonstration. Montrons par récurrence sur n > 1 que W(A™)/p" est [w]-adiquement com-
plet. Comme W (A™) est p-adiquement complet, cela permettra de conclure.

— Pour n =1 on a un isomorphisme d'anneaux
W(AT)/p= A"

envoyant [w] vers w. Comme A™ est w-adiquement complet (lemme 1.2.32 (iii)), cela
montre que W (A™)/p est [w]-adiquement complet.

— Pour n > 1, on a une suite exacte
0 — p"W(AY) /p" T W(AT) — W(AT)/p" — W(AY)/p" — 0.
Comme p est régulier dans W(A™), on a un isomorphisme de groupes abéliens
PUW(AT) [p"TIW(AT) = W(AY)/p = AT
Comme AT est w-adiquement complet (par le lemme 1.2.32 (iii) et car A est complet)

et que W (A1) /p™ est [w]-adiquement complet par I'hypothése de récurrence, la suite
exacte ci-dessus donne un diagramme commutatif a lignes exactes :

0 —— A W(AT)/p ! W(A®)/p" —— 0

0 —— At ———— lim _ W(A")/(p", W) ————— W(A")/p"

n+1

Le lemme du serpent montre alors que W (A™)/p"*! est [w]-adiquement complet.
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— Comme W(A™) est p-adiquement complet, on a

W(A*) = lim W(A*) /p"
donc
Hm W(AT)/[w]™ = lim W(AT)/(p", [w]™)

m=1 m,n=1

— Jim ( im W(A%)/(p", [w]m>)
n=1 \m>1
= LmW(A")/p"
= W(A")
ce qui montre que W (A™) est complet pour la topologie [w]-adique.

O

Définition 2.2.12. Soit (A, A™) une paire de Huber perfectoide de caractéristique p. On dit
qu'un idéal Z de W (A™) est primitif de degré 1 si il existe une pseudo-uniformisante w € A"
et un élément o € W(A™) tel que Z = EW(A™T), ot € = p + [w]a.

Lemme 2.2.13. On reprend les notations de la définition 2.2.12.
(i) L'élément & est régulier dans W (A™).
(i) L'élément [w] est régulier dans W (AT)/EW (AT).
(iii) L'anneau W(A™)/EW (A)T muni de la topologie quotient est [w]-adiquement complet.

Démonstration. (i) Soit a = Y [a,]p™ € W(AT) tel que a = 0. Par définition de £ on a
0

nz

> lanp™ =0 mod [w]W(AY)

n=0

donc pour tout n > 0, a,, € wA" par unicité du développement en base p. Il existe
alors a’ € W(A™) tel que a = [w]a’; comme [w] est régulier dans W (A™), on obtient
a’é = 0 et on peut itérer le raisonnement. On trouve ainsi

a€ [)[w]"W(A") = {0},

n=0

car W(A") est [w]-adiquement séparé (lemme 2.2.11), donc a = 0.

Comme p est régulier dans W (A™) et que w est régulier dans AT = W(A™)/pW (AT),
on trouve que p est régulier dans W (A™)/[w]W (A™). On en déduit que £ est régulier
dans W (A™)/[w]W (AT) puis que [w] est régulier dans W (A1) /EW (AT).

On a une suite exacte de W (A™)-modules :
0— EW(AY) - W(AT) - W(AT) /¢ — 0.

Comme ¢ est régulier, le W(A*1)-module {W(AT) est plat donc la complétion [w]-
adique de cette suite exacte est encore exacte par la proposition A.3.9 (ii). Les deux
premiers termes étant [w]-adiquement complet, le quotient W (A™)/¢ I'est aussi.

O
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Proposition 2.2.14. Soient (A, A™) une paire de Huber perfectoide de caractéristique p et
(A%, A**) un débasculé de (A4, AT).
(i) L'application
“+oo +00
0:W(AY) = A7 Sla,lp" — Y dkp”
n=0 =
est un morphisme surjectif d'anneaux topologiques.
(i) Le noyau de @ est un idéal primitif de degré 1 de W (A™).
(iii) Soit Z un idéal primitif de degré 1 de W (A™). Alors un élément x = (x0, X1,..-) €Z
est un générateur de 7 si et seulement si y; est inversible dans A*.

Démonstration. (i) — Soit w € A" une pseudo-uniformisante de A tel que w* € A**
soit une pseudo-uniformisante de A* vérifiant p € (wf)PA*. Soit 2 € A* tel
que p = (W¥)Pz; il existe N > 1 tel que (w#2)Y € A* d'ou wiz € A*. Ainsi
p(wh)l—p = A" donc (w*)P~t divise p dans A*F, donc w* aussi. On remplace alors

w par OJP, qui est ainsi une pseudo-uniformisante de A tel que w! € AT soit une
pseudo-uniformisante de A* vérifiant p € (w)PA**.

— Comme A** est complet pour la topologie wi-adique, il suffit de vérifier que pour
tout m > 1, la post-composition de @ avec la projection A" — A% /(W)™

m wh)ym
W(AT) L5 Art L8 g5t (tym
est un morphisme d'anneaux. Or, le morphisme d'anneaux induit par la m-ieme
application fantéme (définition A.4.9 (iii))

mod (wh)™
—

WAy Hm At AH /()™

m m
(@n)nso > d_at "p" — S a?""p" mod (w)™
n=0 —

se factorise par W (A* /w®). En effet, si 0 < n < m et a, = a, mod w¥, alors

(an)?" "p" = (a )pmfnp” mod (w*)™.

n

On a donc un morphisme d'anneaux
o+ WA Jwf) — AT /(W)™

L'isomorphisme d'anneaux topologiques AT = 1&1@ A¥ /'t et la projection sur
la coordonnée d'indice m

T = (mod wh) o ()f o @™ : AT — AM

permettent de considérer le morphisme composé

W (A o) A ety I AR ()™
+o0 m
Z[an]p = (an)nzo = (Tm(@n))nzo Z Wm(an)pm "p"
n=0

=" (a)""p" mod (W)™
k=0

qui est égal 3 # mod (w*)™. Cela montre que @ est un morphisme d'anneaux
topologiques.
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— Montrons que 6 est surjectif. Comme 6([w]) = wF, on a un morphisme induit
0:W(AT)/[w] — A

qui est égal a la composée des morphismes d'anneaux surjectifs

od s ()F
W(AT)/[w] " AT Jw =25 ATt

Ainsi, 0 est surjectif. Comme W(AT) est [w]-adiquement complet et que A**
est w-adiquement complet, le lemme A.3.9 (i) appliqué avec A = W(AT) et
I = [w]W(AT) (ot A** est un W (A™)-module via §) montre la surjectivité de 6.

(ii) Trouvons f € wA™ tel que
f*=p mod pwtA*t.

Soit @ = p/w? € A", Par surjectivité de la projection d'indice 0

+ iy AR i+

AT = 1%1114 /p— A" /p
il existe 5 € AT tel que
f*=a mod pA*t.
Soit f = wp. On a alors
fjj = wla = p mod pwﬁAH.

Par surjectivité de 0, il existe des a,, € A" tels que

p=f"+put Y alp"

n=0
Posons

§=p—[f1—[w] X[anlp""".

n=0

Alors 6(&) = 0 et £ engendre un idéal primitif de degré 1 de W (A™). Il reste a montrer
que & engendre le noyau de 6. Le morphisme @ induit un morphisme surjectif

p i W(AT) /€ — A Juf.
Par ailleurs, les identifications
W(AT)/ (& [w]) = WA /(p, [w]) = AT Jw = AT Juf
sont compatibles avec p, donc on a un isomorphisme
P W(AT)/(& [w]) = A7 Juh.

Par les lemmes 2.2.13 (iii) et A.3.9 (i), on sait que p est surjectif. Montrons que p est
injectif. Par complétude, il suffit de montrer que pour tout n > 1, le morphisme induit

P WAT)/ (&, [w]") — A7 /(W)
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est injectif. On sait que p; = p l'est. On a le diagramme commutatif suivant, a lignes

exactes :
WA/ ) — L wian e ) M e ) —— o
Pr—1 Pn P1
0 APty . LS G T RS T J—

En raisonnant par récurrence et par une chasse au diagramme, on a l'injectivité de p,,
pour tout n > 1.

(iii) Soit & = p + [w]a vérifiant Z = (W (A™) avec w € AT une pseudo-uniformisante de A
et a € W(AT). On note & := (&,&1,...), @ := (ag,aq,...) eton a [w] = (w,0,...).
Par I'exemple A.4.8 on a

E=p+ [wla=(0,1,0,...) + (wag,wPay,...) = (wag, 1 + WPay,...)

donc & = way € wA™T et & = 1 + wPay est inversible dans AT car ce dernier est
w-adiquement complet. Il existe 53 := (3o, 51,...) € W(AT) tel que x = 3¢, d'ou

x = (Boxo, Bixo + Boxa,---)-
Alors

I =xW(AT) EW(AT) = BEW(AT)

B € W(AT)* (car € est régulier)

60 c (A+)><

BhEL € (A1) (car & est inversible)

Bl + B¢ € (AT)* (car & € wA™ et par w-complétude de A™)

X1 € (A+)X.

rereey

]

Théoreme 2.2.15. On consideére les catégories suivantes :

(i) la catégorie des paires de Huber perfectoides. La proposition 2.2.14 fournit pour une
telle paire (A, A™) un morphisme surjectif d’anneaux topologiques

+oo +o0
O+ W(A*) — AT, > lanlp” = > at p";
k=0 k=0

(i) la catégorie des triplets (B, B™,Z), ou (B, B) est une paire de Huber perfectoide de
caractéristique p et Z est un idéal primitif de degré 1 de W (B™). Un morphisme

p:(B,B",I) = (C,C7,J)
est un morphisme de paires de Huber ¢ : (B, B™) — (C,C™") tel que Wp(Z) = J.
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Alors le foncteur de basculement
(A, A+) —> (Ab, Ab+, ker(9A7A+))
induit une équivalence entre ces deux catégories. Un quasi-inverse est donné par

1
p.i2) o (W) | | wier).
(5.5, 7) o (w50y7) [
ol w € B est une pseudo-uniformisante quelconque de B.
Démonstration. On procéde en montrant que les composées de ces deux foncteurs sont quasi-
isomorphes a l'identité.
— Soient (A, A™), (B, BT) deux paires de Huber perfectoides et

0 (A,A+) — (B,B+)
un morphisme de paires de Huber. On a l'inclusion
W (ker (04,4+)) C ker (0 p+),

d'ou I'égalité par la proposition 2.2.14 (iii).
Ainsi, on a un diagramme commutatif

0
W(B**)/ ker (05 p+) _BET L g

Wy 2

0
W(A™) ker (04 40) ——2 5 A+

ol les lignes horizontales sont des isomorphismes d'anneaux topologiques. Soit w® € A**
une pseudo-uniformisante quelconque de A°. En localisant le diagramme ci-dessus en
(Iimage de) [w’], on obtient le premier sens de I'équivalence de catégories.

— Réciproquement, soit (B, B, Z) un objet de la seconde catégorie. Soit w € BT une
pseudo-uniformisante de B. On note

BY:=W(B")/T et B:=(W(B")/T) l[wl]]

Il faut d’abord montrer que (Bﬁ,B”) est une paire de Huber perfectoide.

e Le lemme 2.2.13 (jii) montre que B*¥ est [w]-adiquement complet, donc B¥ est
un anneau de Tate complet pour la pseudo-uniformisante [w].

e Soit w’ € B* une pseudo-uniformisante de B et & € W(B™) tel que £ := p—[w']a
vérifie Z = EW(BY). Dans B on a

donc [(w’)ﬂ est une pseudo-uniformisante de B* dont la puissance p-ieme divise
p dans BT,
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e Comme le Frobenius ® : Bt =3 B* est un isomorphisme d'anneaux et que
B /p=W(B")/(p,p — [w]a) = BT /w'(a mod p),

on a la surjectivité du Frobenius ® : B**/p — B*#/p.
e On a des isomorphismes naturels d'anneaux topologiques

(B) =t (B/L]) = mWE)p = ImB'

donc

ce qui donne

b
b 1 1 1
() = (5 |)) =2 [5] =7 [2] -2
[w] W’ w
en utilisant que [w] est régulier dans B* (lemme 2.2.13 (ii)) pour la deuxieme

égalité. Le raisonnement utilisé dans la démonstration de la construction 2.2.2 (iv)
montre alors que B** est intégralement clos dans B*.

e On applique enfin le lemme 2.1.4 avec Bf, B*f et [(w’)%] pour conclure que
(B”, B*ﬁ) est perfectoide, de basculé (B, B™,7).
Les séries d'isomorphismes ci-dessus étant fonctorielles en (B, B*,Z), on obtient I'autre
sens de |'équivalence de catégories.
O

Corollaire 2.2.16. Soit (A, A™) une paire perfectoide. Le foncteur de basculement
(B,B*) = (B", B"")

induit une équivalence entre la catégorie des (A, A™)-algeébres perfectoides et la catégorie des
(A°, A°*)-algebres perfectoides. En notant 6 := 04,4+, un quasi-inverse est donné par

(O, O+) — (W(O+) ®W(A+b),9 A, W(C+> ®W(A+b),9 A+) .

Exemple 2.2.17. (i) Si (A, AT) est une paire perfectoide de caractéristique p, un élément
primitif du débasculé trivial ((A, A™),id) est £ := p.
(i) Pour K = Q,(p'/?™) de basculé F,((T/7™)), un élément primitif de degré 1 est
p—[T] € W(F,[TV7)).
(i) Pour K = Q%! de basculé K* = F,((T"/?™)), un générateur de I'idéal associé a ce

débasculé est .
—

STL+T)F e W(K).

k=0
Remarque 2.2.18. Le théoreme 2.2.15 montre que la donnée d'un idéal primitif de degré 1
d'une paire perfectoide de caractéristique p correspond exactement au choix d’'un débasculé
de cette paire. On peut donc se demander si on peut paramétriser |I'ensemble des débasculés
par un objet géométrique. Des réponses sont apportées par la courbe de Fargues-Fontaine
(voir [10], [25], [30, §13.5], [34, §2.3] ou [19, §3]) et par la théorie des diamants (voir [29],
[25], [30, §8], [34, §3.2] ou [19, §4.3]).
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2.2.3 Début de géométrisation du basculement

Définition 2.2.19. Soit (A, A™) une paire perfectoide, X := Spa(A, A%) et X* := Spa(A°, A°H).
Pour x € X, on note 2° € X” la valuation définie par

Vfe A, @) =|F@)|.

On obtient de cette facon une application continue

T:’X‘—)lel, .

Démonstration. Soit x € Spa(A, A™). Les propriétés de I'application de débasculement (-)* :
A® — A montrent que tous les axiomes de valuation sont immédiatement vérifiés, a |'exception
de I'inégalité ultramétrique. Pour f,g € A® on a

‘(erg)(xb)‘ _ ‘(f+g)”(x)‘ — | lim <<f1/pn>ﬁ+ (91/p”)ﬁ>p (2)

n—+00
donc
b _ . 1/ n ﬁ 1/ n ﬁ p"
ra@| = () + @) @
: N N

< s ([((22) @) (@) @)

= max (|f*(z)|,|¢*(2)

= max (|f(«")],|g(z")
Comme |-(2°)| = |-(x)| o ()%, la valuation 2’ est continue. Par ailleurs, (A*)” = A donc
2° € Spa(A°, AT).

Montrons que 7 est continue. Soit fi,..., f, € A® engendrant A°, et g € A°. L'image

-----

de conclure.

Proposition 2.2.20. Soit (K, K™) une paire perfectoide, avec K un corps perfectoide et
K* C K° un anneau de valuation ouvert. On note X = Spa(K, K*) et X” = Spa(K”, K’*).
Alors |'application de la définition 2.2.19

T X| = X0, el
est un homéomorphisme.
Démonstration. L'exemple 1.3.5 (iii) montre que Spa(K, K) est homéomorphe a

Spec(K+/K®°) = Spec(K " /w).
De méme (lemme 2.2.6), on a un homéomorphisme entre Spa(K”, K*’) et
Spec(K "/ K°®) = Spec(K ™ /u’).
Comme le débasculement induit un isomorphisme d'anneaux
K/ = K Jw,

on obtient ainsi un homéomorphisme entre Spa(K, K*) et Spa(K°, K*"). On vérifie qu'il est

donné par z — 2. O
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Remarque 2.2.21. Pour un anneau perfectoide A, |'application
A=A fe ft

est loin d'étre surjective en général. On dispose néanmoins du lemme d'approximation suivant,
qui nous permettra (théoréme 2.4.1 (ii)) d'étendre I'homéomorphisme de la proposition 2.2.20
a une paire perfectoide quelconque.

Proposition 2.2.22. Soient (A, A") une paire perfectoide, X = Spa(A, A™) et w € AT une
pseudo-uniformisante de A telle que w = (w’)* pour w’ € A’*. Considérons f € A, c € R,
et ¢ € R%. Alors il existe g.. € A° tel que pour tout z € X on ait

(f = d.) @)] < (@) max (| f(2)], lw(@)[°).

Démonstration. La démonstration est un peu délicate. On renvoie a [28, Corollary 6.7 (i)]
(qui s'adapte au cas d'une paire perfectoide) ou a [23, Corollary V.1.6.5]. O

2.3 Presque mathématiques

Nous donnons dans cette section les définitions et résultats de base des presque mathé-
matiques® [12, §2.2] en les spécialisant au cas nous intéressant. Nous omettons la grande
majorité des démonstrations, pour laquelle on renvoie a [23, §V.1.5 et §V.3] ou [28, §4.].

Soit (A, A*) une paire perfectoide, w” € A*" une pseudo-uniformisante de A" et w :=
(w’)f € AT la pseudo-uniformisante correspondante de A, supposée telle que w? divise p dans
A*. On note X = Spa(A4, A*) et X” = Spa(A°, A°H).

2.3.1 Catégorie des presque modules

Définition 2.3.1. Soit M un A*-module. Un élément = € M est dit presque nul si A*°z = 0.
On dit que M est presque nul si A°°M = 0, ou de facon équivalente si A°° @+ M = 0.

Lemme 2.3.2. Soit M un AT-module. Alors M est presque nul si et seulement si w'/?"M =0
pour tout n > 1.

Remarque 2.3.3. Ainsi, un presque module est définie a A°°-torsion prés. La proposition
2.3.8 (ii) illustre ce phénomene.

On renvoie a la section A.6 pour la notion de quotient d'une catégorie abélienne par une
sous-catégorie de Serre.

Définition 2.3.4. La sous-catégorie pleine des AT-modules dont les objets sont les modules
presque nuls est une sous-catégorie de Serre. La catégorie localisée est une catégorie abélienne
appelée la catégorie des presque A™-modules ou des (A™)*-modules. On note M — M* le
foncteur de localisation.

Démonstration. On vérifie le lemme A.6.2. La stabilité par extension vient de I'égalité (A°°)? =
AOO. D

1. almost mathematics en anglais.
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Proposition 2.3.5. (i) Si M, N sont deux A*-modules alors
Homg+)a (M*®, N*) = Hom+ (A% ®4+ M, N)
ce qui munit Hom4+)a(M?®, N*) d'une structure de A*-module naturelle en M* et N*.
(i) Le foncteur
(AT)*-mod — (A")-mod, M — M, := Hom 4+ (A, M)

est un adjoint a droite du foncteur de localisation M — M?. On dit que le foncteur
M +— M, est le foncteur des presque éléments. De plus, pour M un (AT)*-module, la

counité de I'adjonction
M = (M,)?

est un isomorphisme naturel en M.
(iii) Le foncteur
(A")*-mod — (A%)-mod, M — M, := A®° @4+ M,

est exact et est un adjoint a gauche du foncteur de localisation M — M?. De plus,
pour M un (A™)*-module, 'unité de I'adjonction

M = (M;)a
est un isomorphisme naturel en M.
Démonstration. Voir [12, §2.2]. O

Définition 2.3.6. Soient ¢ : M — N une morphisme A*-linéaire entre AT-modules. On
dit que ¢ est presque injectif (resp. presque surjectif) si p* : M* — N? est injectif (resp.
surjectif), autrement dit si ker ¢ (resp. coker ¢) est presque nul. On dit que ¢ est un presque
isomorphisme si il est presque injectif et presque surjectif.

Remarque 2.3.7. L'inclusion AT — A° est un presque isomorphisme car A°/A™ est presque
nul. Cela induit en particulier une équivalence entre la catégorie des (A™)*-modules et celle
des (A°)*-modules.

Proposition 2.3.8. Soit M un A*-module.

(i) Le morphisme de AT-modules
ay M — M, z—(a€A”—are M)

est un presque isomorphisme.

(i) Si M est sans w-torsion alors M, s'identifie au A*-module
M, ={m € A+ M, ¥n € N, w""m € M} = {m € A® 4+ M, Ya € A°°, am € M}.

Démonstration. Voir [23, Proposition V.1.5.8] pour les détails. Expliquons néanmoins com-
ment s'incarne 'identification en (ii). Comme w est inversible dans A ® 4+ M, I'évaluation en
w induit un isomorphisme (A @4+ M), = A @4+ M, d'inverse cu*lozA®A+M. Par ailleurs,
M est sans w-torsion donc on a une injection M — A @+ M, m — 1 ® m. L'applica-
tion du foncteur des presque éléments et |'isomorphisme ci-dessus donne alors des injections
M— M, — A ®a+ M. ]
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2.3.2 Localisations rationnelles d’'un anneau perfectoide et bascule-
ment

Proposition 2.3.9. Soit B un anneau de Huber complet, By un sous-anneau ouvert de B et
¢ : A — B un morphisme d'anneaux de Huber tel que ¢o(A™*) C By. On suppose que By est
complet pour la topologie w-adique et que le Frobenius

By/w — By/wP, x> af

est un presque isomorphisme. Alors B est un anneau perfectoide, By est un anneau de défini-
tion de B et B° = (By).. En particulier, I'inclusion By — B° induit un presque isomorphisme.

Démonstration. Voir [23, Proposition V.1.5.10]. O

Remarque 2.3.10. Comme A est perfectoide, le Frobenius ® : A°/w — A°/wP est un
isomorphisme. La remarque 2.3.7 montre alors qu'on a dans la catégorie des (A™)*-modules
le diagramme commutatif :

Cela montre que le Frobenius ® : A" /w — AT /wP est un presque isomorphisme.

Corollaire 2.3.11. Pour n > 1 un entier, on note A" <X11/poo, . ,X%/poo> la complétion de
la A*-algébre

AT [Xf/P"",...,X;/P”} = Af [Xll/p’”,...,xg/p”}.

m=0

On pose alors A<X11/p°o, . ,X%/pw> = At <X11/poo, . ,X}/pm> [ﬂ ce qui ne dépend pas
du choix de w.

(i) La paire
(A7 Xy AT (X X))

est perfectoide et on a un isomorphisme de A™-modules
(4° (X~ XN = (A(XI XY
induisant un presque isomorphisme
AP (X XY 2 (AT ,X;/p°°>)°.
(ii) Le basculé de cette paire est la paire perfectoide
(A (X7 Xy A (X X))
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Démonstration. (i) On applique la proposition 2.3.9 avec B = A <X11/poo, . ,X;/P“’> et
By = AT <X11/poo, . ,X}L/pm>, en utilisant la remarque 2.3.10.

(i) On a
AT XY fu= (AT w) (X X
m=0
= U@P) [ X
m=0

grace a I'isomorphisme de débasculement A" /w” =~ A% /w, ce qui donne
AT (XX Jw = AT (X X
En basculant on a alors
Jim (A <X11/”°°, XY ) = Jim (AP (X177, X0 Ju)
' - ,A;DW <X11/p°°, XY

ce qui permet de conclure en localisant par (I'image de) w.
[

Corollaire 2.3.12. On suppose que la paire (A, A") est perfectoide de caractéristique p.
Soient f1,..., fn,g € A" avec f,, = w" pour un entier N > 1let U := X (%) I'ouvert

1/p> 1/p>
rationnel de X correspondant. On note A™ (fg—l) v e (%) v } la AT-algébre engendrée
m . 1/p* 1/p* Ja
par les (fi/g)"/?" pour1 <i<netm >0, et AT <(fg1) & ey (%") & > sa complétion.

(i) Le morphisme de A*t-algebres envoyant X,/”" sur (f;/g)"/?" induit une surjection

presque injective (donc un presque isomorphisme)
1/p> 1/p>
<f1> /p (.fn) /p
g ) Y g )

ol <g1/p°°Xi1/p°° _ fil/p“) — (gl/meil/Pm — P 1Ki<n, m> 0).

)

(i) La paire (OX(U),O}(U)) est perfectoide et

Ox(V))" = (A+<(f;)“p“,.__,@m)*

Démonstration. Pour (i), I'enjeu principal est de vérifier que (gl/p‘”Xil/poo — fi ) localisé
en w est égal au noyau du morphisme localisé en w, ce qui permet de montrer qu'ils sont

presque égaux. Le point (ii) vient de la proposition 2.3.9. On renvoie a [24, V.1.5.13]. ]

A* [Xll/poc,...,X}/Pw] / (gl/P“XZ,l/pw _ f,l/P°°) 2, g+

(2

1/p>

Corollaire 2.3.13. Soient fi,..., fa,g € AT avec f, = w" pour un entier N > 1. Soient
aussi ai,...,a,,b € A" tels que ag = fipour tout 1 < i < n, b =geta, = (). On
pose U = X (fl’ff”) et U’ = XP (%>
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(i) Le morphisme de A*t-algebres envoyant X,/”" sur (f;/g)'/"" induit une surjection
presque injective (donc un presque isomorphisme)
1/p>® 1/p>
1) /p (fn) /p
g ) ) g )

ol (g X1 — Y = (g X < <ny m > 0)).

)

(i) La paire (OX(U),O}(U)) est perfectoide et

(Ox(U))° = (A+ <<°’;1>1/pm o <f;”>1/pw>>*

(iii) L'unique morphisme de (A", A°*)-algebres

7

AT {Xll/f’“7 o 7Xrll/p""} / (gl/p“’Xil/p"" _ fi/p“) 2o+

b
(0x(U),04(U)) = (Ox:(U"), 0%, (U"))
est un isomorphisme de paires de Huber.

Démonstration. L'argument est plus délicat ici, et utilise le théoreme 2.2.15. Voir [23, V.1.5.15]
ou [24, Proposition 6.4]. O

Remarque 2.3.14. Le corollaire 2.3.13 (ii) donne en particulier une description topologique
par générateurs et relations des localisations rationnelles d'un anneau perfectoide, a w-torsion
pres.

2.4 Espaces perfectoides

Théoréme 2.4.1. Soient (A, A™) une paire perfectoide, X = Spa(A4, A*) et X* = Spa(A’, A™).
(i) Le préfaisceau Ox est un faisceau d'anneaux topologiques et pour tout ouvert rationnel
U de X, on a H¥(U,Ox) = 0 pour tout k > 0.

(ii) L'application
T X=X, zea

induit un homéomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents a X et X° et
une bijection entre leurs ouverts rationnels respectifs.

(iii) Soit U un ouvert rationnel de X et U’ := 7(U). Alors la paire (Ox(U), 0% (U)) est
perfectoide et |'unique morphisme de (A°, A°*)-algebres

(0x(1),05(1)) = (O3 (1), 0%, (7))

est un isomorphisme de paires de Huber.

(iv) Pour tout = € X, le corps résiduel complété (K (z), Kt (z)) de = est un corps perfec-
toide et I'unique morphisme de (K (z), KT (x))-algebres

b
(K(2), K (x)) = (K@), K*(2"))
est un isomorphisme de paires de Huber.
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(v) Le AT-module H*(X, O%) est presque nul pour tout k£ > 0 et on a H°(X,0%) = A™.

Démonstration. — La paire (A, AT) est stablement uniforme par le lemme 1.3.14 et le
corollaire 2.3.13 (ii). On peut donc appliquer le théoréme 1.3.35 pour obtenir (i). Le
corollaire 2.3.13 (iii) donne alors le point (iii).

— Montrons que 7 est surjectif. Soit 4 € X”. Comme y est analytique, le corps résiduel
complété (K (y), KT (y)) de y est non-archimédien de caractéristique p. Il est aussi
parfait par le lemme 2.1.13. C'est donc un corps perfectoide. Soit

(A, A7) = (K* KT

le morphisme entre paires perfectoides obtenu par débasculement (théoréme 2.2.15) du
morphisme d’anneaux de Huber

(A7, AY) = (K(y), K*(y))-

Alors (K*, K*%) est un corps perfectoide et K** et un anneau de valuation de K*
(lemme 2.2.6). On a donc un diagramme commutatif

|Spa(K*, K+)| —T—— |Spa(K(y), K*(y))]

X1 . X7

Comme
7 ¢ |Spa(K*, K*)| = |Spa(K(y), K™ (y))]

est un homéomorphisme (proposition 2.2.20) et que y correspond a I'unique point fermé
de Spa(K(y), K (y)) (proposition 1.4.21), on en déduit qu'il existe z € X tel que
7(z) = y. On en déduit de plus (théoreme 2.2.15) qu'il existe un unique isomorphisme
de (A, A")-algebres

(K (@), K+ () = (K, K*%)

induisant I'identité sur (K°, K**) = (K (y), K*(y)) aprés basculement. Cela finit de
montrer (iv).

— Soit w’ € A™ une pseudo-uniformisante de A” et posons w := (w’)* € AT. On suppose
que p € wPAT. Montrons que tout ouvert rationnel de X est image réciproque par T
d'un ouvert rationnel de X”. Soit U un ouvert rationnel de X, qu'on peut supposer de

la forme
X (fl;"'vfn)
g

avec f1,..., fu,g € AT (quitte a multiplier par une puissance adéquate de w), (f1,..., f»)
engendrant A et f,, = w" pour N > 1 (par le lemme 1.3.14). On a donc

() 0 ()

9 1<i<n 9
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La proposition 2.2.22 appliquée avec f = f;, c = N et ¢ = 1/2 fournit a; € A" tel que
pour tout x € X

(i = @) (@)] < (@) max (|fi@)], |w(@)[¥) < max (|fi(2)] w(@)["),

d'ol
ai(x)

7

max (|fi(x)] wN(@)]) -

En appliquant la méme proposition avec f = g, c = N et ¢ = 1/2 on obtient b € A
tel que pour tout x € X on ait

(9= 1) @)] < (@) max (Jg ()] Jw(@)] ™) < max (|g(@)], |w(@)]")

On en déduit que

s (5) = (5) = (e (45)
x () = (e ()

— Montrons que 7 est injectif. Soit x # y € X. Comme X est spectral, c’est un espace
To (remarque A.1.4) donc il existe un ouvert rationnel U de X tel que x € U ety ¢ U
(quitte a échanger z et y). Par ce qui précéde, il existe un ouvert rationnel V de X" tel
que U = 771(V). On a alors 7(y) € V donc 7(z) # 7(y).

— Ainsi 7 est une bijection continue entre X et X et tout ouvert rationnel de X est
I'image réciproque par 7 d'un ouvert rationnel de X”. C'est donc un homéomorphisme
entre X et X”, ce qui montre (ii).

wN(x)D = max (

Y

et donc

— On renvoie a [28, Proposition 6.10] pour la démonstration de (v). L'idée est de se
ramener a la caractéristique p par basculement et de remarquer que le complexe de Cech
C*(X, 0%, U) (pour un recouvrement rationnel I de X) est exact aprés localisation par
w, par (i). Ainsi pour tout k& > 1 il existe par le théoréme 1.4.8 un entier N > 1 tel que

WwNHF(X, 0%, U) = 0.

Comme on suppose que A est de caractéristique p donc parfait, le Frobenius induit un
isomorphisme sur la cohomologie donc

WNPTHR (X, O U) = 0

pour tout m > 0. Ainsi H*(X, O%,U) est presque nul pour tout recouvrement I de
X ; cela permet d'en déduire que H*(X, O%) = 0 est presque nul pour tout k > 0.
[
Définition 2.4.2. Soit X un espace adique.

(i) On dit que X est un espace perfectoide affinoide s'il existe une paire de Huber perfec-
toide (A, A1) telle que X est isomorphe a Spa(A, A™1).
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(i) On dit que X est un espace perfectoide s'il existe un recouvrement par des ouverts
(Us)ier de X tel que pour tout i € I, I'espace adique induit sur U; soit isomorphe a un
espace perfectoide affinoide.

(iii) On note Perfd la sous-catégorie pleine de EspAd dont les objets sont les espaces perfec-
toides et Perf C Perfd celle dont les objets sont les espaces perfectoides sur Spa(F,).

Remarque 2.4.3. On notera qu'un espace perfectoide est un espace adique analytique.

Définition 2.4.4. Soient X et X° des espaces perfectoides. On dit que X° est un basculé
de X si pour toute paire perfectoide (A, A1), il existe une bijection

Homegspad (Spa (Ab, A+b> ,X") = Homgspad (Spa (A, A+) ,X) ,
fonctorielle en (A, A™).

Corollaire 2.4.5. Soit X un espace perfectoide.

(i) Il existe un basculé X” de X, qui est unique 3 unique isomorphisme prés. C'est un
espace perfectoide sur Spa(F,).

(ii)) On a un foncteur de basculement
Perfd — Perf, Y — Y
induisant une équivalence entre la catégorie des espaces perfectoides sur X et celle des
espaces perfectoides sur X".
(iii) Il existe un homéomorphisme
x| X] = X0
fonctoriel en X et donné par  — x” lorsque X est un espace perfectoide affinoide.
(iv) L'espace perfectoide X est affinoide si et seulement X’ est un espace perfectoide affi-
noide.
(v) Pour tout ouvert affinoide U de X et U’
perfectoide et |'unique morphisme de (Ox (U

):
(0x(), 05V)) = (0w (). 0. 1")

est un isomorphisme de paires de Huber.

7x(U), la paire (Ox(U),0%(U)) est
}(U)) algebres

Démonstration. Etant donné un recouvrement de X par des espaces perfectoides affinoides,
on procéde par recollement en utilisant la construction 2.2.2, le théoreme 2.2.15 et le théoreme
2.4.1. L'unicité du basculé vient du lemme de Yoneda. O]

Proposition 2.4.6. Soit X un espace perfectoide et Y, Z deux espaces perfectoides sur X.
Alors le produit fibré Y x x Z existe dans la catégorie des espaces perfectoides et son basculé
est Y° x v 2°.

Démonstration. |l suffit de traiter le cas affinoide. On pose donc X = Spa(A,A"), YV =
Spa(B, BT) et Z = Spa(C,C™) avec (A, A) une paire perfectoide et (B, BT), (C,C™) des
(A, At)-algebres perfectoides. Par la remarque 1.2.41, on sait que le produit fibré

Y xx Z = Spa(B&4C, (B&,C))

existe dans la catégorie des espaces adiques. Il reste alors 3 montrer que (B&4C, (B&4C)")
est une paire perfectoide. On renvoie a [19, Theorem 2.4.1] ou [28, Proposition 6.18]. O
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Le théoreme fondamental sur les espaces perfectoides est la comparaison entre la coho-
mologie étale d'un espace perfectoide et celle de son basculé. Pour cela, il faut introduire la
notion d’algébre presque finie étale (voir [28, Definition 4.13], [12, Definition 3.1.1], ou [23,
Definition V.3.1.6]). Pour les corps perfectoides, on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.7. Soit K un corps perfectoide de basculé K°.
(i) Si L/K est une extension finie de K alors L est un corps perfectoide et Oy, est une
O-algebre presque finie étale.
(ii) Le foncteur de basculement L — L’ induit une équivalence de catégories préservant le
degré entre les extensions finies de K et les extensions finies de K”.

(ii) En particulier, les groupes de Galois absolus de K et de K’ sont naturellement iso-
morphes comme groupes topologiques.
Démonstration. Voir [28, Theorem], [23, Corollary V.3.6.3] ou [24, Theorem 4.5]. O

Définition 2.4.8. Soit (A4, A™) une paire perfectoide. Une (A, A™)-algebre finie étale est une
(A, AT)-algebre de Huber (B, BT) tel que le morphisme A — B soit fini étale et que B
soit égal a la cl6ture intégrale de A™ dans B.

Le théoreme 2.4.7 s'étend au cas d'une paire perfectoide quelconque. La démonstration
utilise plusieurs théoremes délicats; on renvoie a [30, Theorem 7.4.5] pour une présentation
courte des idées en jeu.

Théoréme 2.4.9. Soit (A, A™) un anneau perfectoide de basculé (A%, A*).
(i) Soit (B, BT) une (A, A™)-algebre finie étale. Alors (B, B*) est une paire perfectoide
et BT est une At-algebre presque finie étale.
(ii) Le foncteur de basculement (B, BY) — (B°, B*") induit une équivalence de catégories
entre les (A, A*)-algebres finies étales et les (A, A*?)-algebres finies étales.

Démonstration. Voir [28, Theorem 7.9 et Proposition 7.10], [23, Theorem V.3.1.3] ou [24,
Theorem 7.1]. O

On peut maintenant géométriser ces théorémes. Il faut d'abord définir les morphismes
étales entre espaces perfectoides.

Définition 2.4.10. Soit f : X — Y un morphisme entre espaces perfectoides.
(i) On dit que f est un morphisme fini étale si pour tout ouvert affinoide

U=Spa(4,A")CY

de Y, l'ouvert f~1(U) C X est un ouvert affinoide Spa(B, BT) de X, pour (B, BT)
une (A, A™)-algebre finie étale.

(i) On dit que f est un morphisme étale si pour tout = € X, il existe un voisinage ouvert
U C X de x et un ouvert V C Y vérifiant f(U) C V et tels qu'on ait une factorisation

U C W
fy\vﬁ

avec W un espace perfectoide, ¢ une immersion ouverte et ¢ un morphisme fini étale.
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La notion de morphisme (fini) étale se comporte bien par composition, changement de
base et basculement. Cela permet de définir le site étale d'un espace perfectoide X : un
recouvrement de X est une famille de morphismes étales {f; : Y; — X };cs telle que

U fi(Yi) = X.

ieX
Le théoréme 2.4.8 se géométrise alors de la facon suivante.

Théoreme 2.4.11. Soit X un espace perfectoide.
(i) Il existe un isomorphisme naturel entre le site étale de X et le site étale de X

i) Si X est affinoide alors le groupe de cohomologie étale HE (X, O%) est presque nul
et
pour tout k > 0.

Démonstration. Voir [28, Theorem 7.12 et Proposition 7.13]. O
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Annexe A

Notions complémentaires

A.1 Topologie

Définition A.1.1. Soit X un espace topologique et (U;);c; une famille d’ouverts de X. On
dit que la famille (U;);c; est une base d’ouverts de X si elle est stable par intersections finies
et si tout ouvert de X est égal a une réunion (quelconque) d'ouverts de (U;);e;.

Définition A.1.2. Soit X un espace topologique. On dit que X est spectral s'il est quasi-
compact, possede une base d'ouverts quasi-compacts et si tout ensemble fermé irréductible est
I'adhérence d'un unique point de ce fermé; un tel point dense est appelé un point générique.

Exemple A.1.3. Le spectre premier Spec A d'un anneau (commutatif) A est un espace spec-
tral. Une base d'ouverts vérifiant la définition est formée des D(f) := {x € Spec A, f(z) # 0}
pour f € A. Hochster a montré dans [15] que tout espace spectral est homéomorphe au
spectre premier d'un anneau commutatif.

Remarque A.1.4. Un espace spectral X est Ty, autrement dit pour tous x,y € X avec
x # y, il existe un ouvert U de X contenant x mais pas y, ou contenant y mais pas x. En
effet, les ensembles fermés irréductibles {x} et {y} sont distincts par unicité de leur point

générique donc on a {z} Z {y} ou {y} Z {x}. Onadoncz ¢ {y} ou y & {x} ce qui permet
de conclure en passant au complémentaire.

Définition A.1.5. Soit X un espace spectral. Si x,y € X sont tels que y est dans |'adhérence
{z} de z, on dit que y est une spécialisation de x et que x est une générisation de y. On dit
de plus que la spécialisation (resp. générisation) est stricte si = # y.

Lemme A.1.6. Soit X un espace spectral. Alors la relation de spécialisation est une relation
d'ordre.

A.2 Groupes et anneaux topologiques

Définition A.2.1. Un groupe topologique (abélien) est un groupe abélien G' (noté additive-
ment) muni d'une topologie telle que I'addition et le passage a I'opposé

GxG—G, (vr,y)»z+y ; G—=G, x— —x

soient continues.
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Définition A.2.2. Un anneau topologique est un anneau (commutatif) A muni d'une topo-
logie telle que I'addition, le passage a |'opposé et la multiplication

AXxA—=A (vyy)—ax+y ; A=A z——x ; AxA—=A (v,y)— 2y
soient continues.

Lemme A.2.3. Soit G un groupe topologique et B une base d'ouverts de 0. Alors une base
d'ouverts de g € GG est donnée par les g + U pour U € B.

Démonstration. Pour tout g € G, la translation z — = + g est un homéomorphisme. O]

Définition A.2.4. Soit G un groupe abélien.
(i) Une suite décroissante (G,)n>0 de sous-groupes de G est appelée une filtration de G.

(i) Soit (G,,)n=0 une filtration de G. Alors il existe une unique topologie sur G tels que les
(Gp)n=o0 forment une base d'ouverts de 0 et faisant de G' un groupe topologique. On
dit que c'est la topologie de G définie par la filtration (G},)n>0.

Remarque A.2.5. On ne travaillera dans ce document qu'avec des bases dénombrables de
voisinages. On pourrait généraliser la définition précédente.

Lemme A.2.6. Soit A un anneau. On suppose que A est un groupe topologique défini par
une filtration (Up,)n>0. Alors A est un anneau topologique si et seulement pour tout a € A
et tout n € N, il existe &k € N tel que a - U, C U, et si pour tout n € N, il existe £ € N tel
que U, - U, C U,,.

Démonstration. ([6, Chapitre Ill, §6.3]) On a pour tout a, b, ag,by € A
ab — aobo = (CL — (lo)(b — bo) + (CL — ao)bo + Go(b — bo)

donc I'application A x A — A, (x,y) — zy est continue si et seulement si pour tout a € A,
I'application A — A, =+ ax est continue en O et si A x A — A, (z,y) — xy est continue
en (0,0). O

Définition A.2.7. Soient A un anneau et [ un idéal de A. On définit une structure d'anneau
topologique sur A par la filtration (1™),~0. On dit que A est muni de la topologie I-adique.
Un base d'ouverts de a € A est donc la famille décroissante (a + I"),,o.

Remarque A.2.8. L’'idéal de définition n'est pas unique en général. Deux idéaux I et J
définissent la méme topologie si et seulement si il existe des entiers m,n > 1 tels que I"™ C J
et J*CJ.

Lemme A.2.9. Soient A un anneau et Ay un sous-anneau de A muni de la topologie Iy-
adique, pour Iy un idéal de Ay. On munit A de la topologie définie par la filtration (15)i=o
(définition A.2.4), faisant de A un groupe topologique. Alors A est un anneau topologique si
et seulement si

A= {a€A I} -aC A}

n=0

Lorsque Iy est un idéal de type fini, cela fait donc de A un anneau de Huber (définition 1.2.7)
avec (Ao, Iy) comme couple de définition.

Lemme A.2.10. Soit G un groupe topologique. Alors (G est séparé si et seulement I'inter-
section des voisinages de 0 est égale a {0}.
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A.3 Complétion

Construction A.3.1. Soit G' un groupe topologique dont la topologie est induite par une
base d'ouverts décroissante (Gy,),>0 de 0.

(i) Soit (2, )n>0 une suite d'éléments de GG. On dit que (x,,),>0 est une suite de Cauchy si
pour tout n € N, il existe nyg € N tel que z — x, € G, pour tout k,r > nyg.

(ii) Deux suites de Cauchy (x,) et (y,) sont dites équivalentes si leur différence tend vers
0 dans G.

(iii) L'ensemble des suites de Cauchy de G a équivalence pres est appelé la complétion ou
le complété de GG, noté G.

(iv) La complétion G de G' est un groupe abélien pour I'addition terme a terme des suites
de Cauchy. On a un morphisme de groupes ¢ : G — G, (appelé canonique), associant
a un élément x de G la suite constante égale a x.

(v) Définissons la topologie de G. Pour tout n > 0, notons G, les suites de Cauchy (3
équivalence pres) dont tous les termes appartiennent a G, a partir d'un certain rang. La
famille décroissante (Gn)n>0 est décrété comme étant une base d'ouverts de 0 € G. La
topologie engendré sur G fait de ce dernier un groupe topologique séparé. Le morphisme
canonique ¢ G — G est continu et I'image de GG par ce morphisme est dense dans

G.

(vi) Le noyau de g est l'intersection des voisinages de 0. En particulier, si G est séparé
alors ¢ est injectif.

(vii) On dit que G est complet si pg est un isomorphisme. On notera que cela inclut la
séparation. Par ailleurs, GG est complet.

Remarque A.3.2. Nous nous sommes restreint a un groupe abélien ayant une base dénom-
brable de voisinages. On peut traiter le cas général en travaillant avec des filtres de Cauchy.
Un traitement général de la complétion des groupes topologiques se trouve dans [6, §ll1.3],
[13, §8.2] ou [27, §9.2] pour les anneaux et modules topologiques.

Remarque A.3.3. La construction du complété de (G est fonctorielle en GG. Le couple (G, )
vérifie une propriété universelle le caractérisant a unique isomorphisme pres.

Construction A.3.4. Soit G un groupe topologique défini par une filtration (G, ),>1. Le
complété GG de GG est isomorphe comme groupe topologique a la limite projective

G :=1mG/G,

n=1

muni de sa topologie canonique. Une base d'ouverts de 0 est donc donnée par les noyaux des
projections canoniques
Gy = ker(G — G/G,,).

Les GG, sont des sous-groupes de G et og: G — G induit pour tout n > 1 un isomorphisme
de groupes (topologiques discrets)

G/G, = G/G,
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Remarque A.3.5. Les constructions A.3.1 et A.3.4 s'étendent avec toutes leurs propriétés a
un anneau topologique A muni d’une base dénombrable décroissante de voisinages ouverts de
0. La multiplication est définie par le produit terme a terme des suites de Cauchy. Le complete
est alors un anneau topologique complet séparé A. On dit que A est complet si pa:A— A
est un isomorphisme.

Construction A.3.6. Soit A un anneau muni de la topologie I-adique, pour un idéal I de
type fini de A. Le complété A de A est isomorphe comme anneau topologique a la complétion
I-adique de A, c'est-a-dire a la limite projective

= lim A/I"

n=1

muni de sa topologie canonique; une base d'ouverts de 0 est alors donnée par la famille
décroissante (I"™A),>o. L'anneau A est donc muni de la topologie /-adique pour [ = IA,
pour laquelle il est complet et séparé.

Définition A.3.7. Un morphisme de groupes continu ¢ : G — H entre groupes topologiques
est dit strict si la topologie quotient sur I'image p(G) ~ G/ ker(y) coincide avec la topologie
induite par H.

Proposition A.3.8. Soient GG, G’ et G" des groupes topologiques ayant tous une base dé-
nombrable de voisinages ouverts de 0. Soit

¢-La L a

une suite exacte avec f et g des morphismes stricts. Alors la suite induite par complétion
A f A/ ‘lj A//
G—G —G

est exacte et les morphismes f et § sont stricts.

Démonstration. Voir [4, Chapitre Ill, §2.12, Lemme 2]. O

Le lemme suivant repose sur le lemme de Nakayama et sur I'exactitude dans ce cas de la
complétion.

Lemme A.3.9. Soient A un anneau, [ un idéal de A et ¢ : M — N un morphisme de
A-modules.

(i) Si le morphisme M/IM — N/IM induit par ¢ est surjectif alors le morphisme induit
par la complétion pour la topologie I-adique

o: M — N

est surjectif.

(i) Si
O0—-K—M-—=>N-—=0

est une suite exacte de A-module avec K est un A-module plat alors la suite induite
par la complétion [-adique

0—>K—>M—>N—>0
est exacte.
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Démonstration. Voir [33, Tag 0315]. O

Proposition A.3.10. Soit A un anneau topologique et M un A-module topologique ayant
une base dénombrable de voisinage ouverts de 0 formée de sous- A-modules. Soit N C M un
sous-A-module. Alors
(i) La suite
0—N— M- M7N —0
est exacte;
(ii) N est I'adhérence de I'image de N — M ;

(iii) M — M7N est une application ouverte.
Démonstration. Voir [33, Tag 0ASO]. O

Lemme A.3.11. Le foncteur d’oubli AnnTop — Ann a un adjoint a gauche A — Agis. (resp.
un adjoint a droite A — A,) munissant un anneau A de la topologie discréte (resp. de la
topologie grossiere).

Démonstration. Soit A un anneau et B un anneau topologique. Il est clair qu'on a des
bijections fonctorielles

HomAnnTop<Adisc> B) = I_IonlAnn (A7 B) et HomAnnTop(Ba Agr) = HomAnn(B7 A)
]

Lemme A.3.12. (i) La catégorie AnnTop des anneaux topologiques (avec morphismes
d'anneaux continus) est compléte, c'est-a-dire qu'elle a toutes les limites.

(i) La catégorie CAnnTop des anneaux topologiques complets (avec morphismes d'anneaux
continus) est compleéte.

Démonstration. (i) Soit I un petite catégorie et F' : I — AnnTop un foncteur. La limite
de F: I — AnnTop “%" Ann est

iel

vu comme sous-anneau de [[;c; F(4;). La limite de F : I — AnnTop “3" Top est
L vu comme sous-espace de [[;c; F'(A;) muni de la topologie produit. On vérifie que
[Ticr F(A;) est un anneau topologique, faisant de L un (sous-)anneau topologique,
limite de I’ dans AnnTop.

(ii) Considérons les mémes notations que ci-dessus, en supposant cette fois que F' est a
valeurs dans CAnnTop. On vérifie que [[,c; F'(A;) est un anneau topologique complet
séparé et que L est fermé dans ce dernier. Cela fait de L en anneau topologique complet
séparé, limite de F.

m
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A.4 Vecteurs de Witt

Les vecteurs de Witt permettent de relever de facon fonctorielle des anneaux parfaits de
caractéristique p vers la caractéristique 0. On les utilise pour construire un quasi-inverse au
foncteur de basculement d'anneaux perfectoides (voir théoréme 2.2.15). On pourra consulter
[31, 11.6] et [26].

Définition A.4.1. Soit A un anneau de caractéristique p. On dit que A est parfait si I'endo-
morphisme de Frobenius z — zP est un automorphisme d'anneaux de A.

Proposition A.4.2. ([31, 1.6, Proposition 8]) Soit A un anneau complet pour une topologie
I-adique, avec I un idéal de A. On suppose que k := A/I est un anneau parfait de carac-
téristique p. Alors il existe un unique systéme de représentants [-| : & — A multiplicatif, i.e.
vérifiant [zy] = [z][y] pour tous x,y € k. De plus, si A est de caractéristique p, alors ce
systéme de représentant est additif, i.e. [x + y| = [z] + [y] pour tous =,y € k.

Démonstration. Donnons l'idée de la construction. Soit © € k. On note, pour tout n € N,
T, € A un relevé de z'/?" € k. Montrons que la suite (z2"),,>0 est une suite de Cauchy. Pour

2
D o 1N D o ) 2 A
tout n € N on a anH— z, mod I, d'oli z,,,; = 2 mod I par la formule du binébme
. n , . - 17 7
et car p € I, puis 28, = x" mod [" par récurrence. La suite considérée est donc de

Cauchy donc converge dans A par complétude. On note [z] sa limite, qui ne dépend pas du
choix des relevés. On obtient un systeme de représentants commutant a la puissance p-iéme;
on vérifie qu'il est le seul avec cette propriété en remarquant que les x| pour = € k sont
les seuls éléments de A étant des racines p"-iémes pour tout n > 1. Le reste s’ensuit sans
difficultés. m

Définition A.4.3. Un p-anneau strict est un anneau topologique A muni de la topologie
p-adique pour laquelle il est complet, et tel que p n'est pas un diviseur de 0 et que A/pA est
un anneau parfait.

Théoréme A.4.4. Soit k un anneau parfait de caractéristique p.

(i) Il existe un p-anneau strict W (k) tel que W (k)/p = k. Si A est un autre p-anneau strict
tel que A/p = k, il existe une unique isomorphisme d'anneaux topologiques W (k) = A
faisant commuter le diagramme

W (k) A

k

ou les fleches verticales sont les réductions modulo p.

(i) Tout élément x € W (k) s'écrit de fagon unique sous la forme

avec x, € k.
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(iii) Soient &’ un anneau parfait de caractéristique p et f : kK — k' un morphisme d'anneaux.
[l existe un unique morphisme d'anneaux topologiques F' : W (k) — W (k') faisant
commuter les diagrammes

wk) — s ww) wk) —E s ww)
[ [
/ /

ou les fleches verticales de du diagramme de gauche sont les réductions modulo p. La
fleche F' est donnée par

PSSl ) = Sl

(iv) Ainsi, le foncteur k — W (k) induit une équivalence de catégories entre les anneaux
parfaits de caractéristique p et les p-anneaux stricts.
Exemple A.4.5. (i) Par unicité de 'anneau résiduel, on a W(F,) = Z,,.

(i) Plus généralement, si ¢ = p™ pour n > 1 un entier alors W (IF,) est I'anneau des entiers
de I'unique extension non ramifiée de degré n de Q,. Les représentants multiplicatifs
de I, sont alors 0 et les racines (¢ — 1)-iémes de I'unité (ces derniéres existant par le
lemme de Hensel).

(i) Si T, est une cléture algébrique de F, alors TV (IFT,) est la complétion de I'anneau des
entiers de |'extension non ramifiée maximale de Q,,.

On peut donner une construction explicite de W (k).
Définition A.4.6. Pour tout entier n > 0, on définit le n-ieme polynéme de Witt

W, =S p"X?" " € Z[X,,,m € N.
k=0

Proposition A.4.7. (i) Pour tout & € Z[X, Y], il existe une unique suite (¢,)n>0 d'élé-
ments de Z[X;,Y;, i, j € N] telle qu'on ait pour tout n € N

Wn(@();@la .. ) = q) (Wn<X0,X1, ... )7Wn(}/07}/17 s )) .

(ii) En particulier, en appliquant ce résultat aux polynémes X + Y et XY, on obtient des
suites de polynémes (S,,)n=0 et (P,)n>0 telles qu'on ait, pour tout n € N

Wo(So, S1,...) = Wa(Xo, X1, ... ) + Wi (Yo, Y3, ...)

et
WH(P()?PM...) :Wn(Xoqu)Wn(}/()a}/l’)
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Exemple A.4.8. On a

XE+ Yy — (Xo+ Yo)P
SO ((Xn)n>0 ) (Yn)ngo) = XO"‘YO ) Sl ((Xn)n>0 ) (Yn)n;()) - X1+Y1+ s 0 p( 0 0) ;

PO ((Xn)n>0 s (Yn)ngo) = X(]}/U ; Pl ((Xn>n>0 y (Yn>n>0) - YE)pXI + Yng +pX1Y1'

= =

Définition A.4.9. Soit A un anneau.

(i) On considére I'ensemble AN munit des lois, pour a,b € AY,
a+b:= (Sy(a,b),Si(a,b),...)

et
a-b:=(P(a,b), Pi(a,b),...).

On obtient un anneau (commutatif) noté W (A) ou Wy, et appelé I'anneau des vecteurs
de Witt a coefficients dans A. C'est un anneau topologique complet pour la topologie
induite par AY muni de la topologie produit, oli A est muni de la topologie discréte.

(ii) Le reléevement de Teichmiiller est |'application
[]: A= W(A), a~—[a]:=(a,0,0,...).

C'est une application multiplicative.

(iii) On note W, le morphisme d'anneaux, appelé I'application fantéme
W, :W(A) — AN a s (Wy(a), Wi(a),...).

Pour tout n > 0, le morphisme d'anneaux W,, : W(A) — A est appelé la n-iéme
composante fantéme.

Théoréme A.4.10. Soit k£ un anneau parfait de caractéristique p. Alors W}, est un p-anneau
strict tel que Wy /p = k. Un isomorphisme d’anneaux topologiques W}, = W (k) entre les
anneaux de la définition A.4.9 et du théoreme A.4.4 est donné par

Wi = W(k),  (an)iZh = D _laa]” "p",

n=0
n=0
d’inverse
+o0 N
W(k) = Wi, > [balp" > (0 )M.
n=0 -

Remarque A.4.11. L'isomorphisme du théoréeme A.4.10 permet donc de voir un élément
de I'anneau des vecteurs de Witt a la fois comme une suite de coefficients ou comme une
série convergente de la variable p. Ce point de vue sera utilisé librement dans la section 2.2.2,
consacrée au débasculement d'anneaux perfectoides de caractéristique p.
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A.5 Cohomologie de Cech

On suit [3, §8.1.3]. Soient X un espace topologique, F un préfaisceau de groupes abéliens
sur X et U = (U;);es un recouvrement de X par des ouverts. Pour tout entier k£ > 0 et tout
(ig, .. .,ix) € I**! on note

Ui07~~~,ik = Uio MN---N Ulk
et
CH(X, F.U) = I  FU,. i)
(’io,...,ik)elk+1
Sise ék(X, F,U) on note s;, ;. € F(Us,. i) I'élément associé a l'indice (ig,. .., ). On

définit une application 5 5
di : CM(X, F,U) — C**H(X, F.U)

par
k1 '
dk(s)io,--~7ik+1 = Z(_1)]8i07-~~:ij717ij+1z-~~7ik+1
=0
pour tout s € CF(X, F,U) et tout (ig, ... ixe1) € I¥2 les éléments de la somme étant

considérés comme restreints a U, C’est un morphisme de groupes et on a dp10dp =0

7"'77:k+1 .

pour tout k > 0, faisant de (C"(X, F.U), d) un complexe, appelé le complexe de Cech associé

a F et au recouvrement U de X. Les groupes de cohomologie associés sont notés ﬁ'(X, F.U)

et appelés les groupes de cohomologie de Cech (associés a F et au recouvrement U).
Pour tout k& > 0 on note aussi C¥(X, F,U) I'ensemble des f € C*(X,F,U) tels que,
pour tout (ig,...,4i) € I*™ on ait

Jotio)o(in) = €(0) fig,....in
pour toute permutation o € Sy de signature £(o), et vérifiant aussi
fi07~~~7ik =0

dés que les indices i, ...,i; ne sont pas deux a deux distincts. Le complexe de Cech se
restreint en un complexe (C;(X, F, Ll),d) appelé le complexe de Cech alterné (relatif a F

et U). On note ﬁ;(X, F,U) les groupes de cohomologie correspondants. Nous omettrons
d'adapter par la suite les définitions au cas alterné.

Lemme A.5.1. L'inclusion
(Ca(X, F.u),d) — (C*(X, F.U),d)
induit pour tout k£ > 0 un isomorphisme
H* (X, F,U) = (X, F,U).
Démonstration. Voir [3, §8.1.3/1]. O

Corollaire A.5.2. Si U/ est un recouvrement fini a n éléments, alors pour tout £ > n on a

H*(X, F,U) = H(X, F,U) = 0.
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Définition A.5.3. Soient U = (U;)icr,V = (V})jes deux recouvrements de X. On dit que
V raffine U (ou que V est plus fin que U) si pour tout j € J, il existe a(j) € I tel que
Vi € Uyyy)- Une telle application o : J — I induit un morphisme de complexes

(C*(X, F.u),d) - (C*(X, F,V),d).

Lemme A.5.4. Soient U = (U;)ier, V = (V;) e deux recouvrements de X, avec V raffinant
U. Soient o, B : J — I tels que
Vi € Ua) N Us0)

pour tout j € J. Alors pour pour tout k£ > 0, les applications « et [ induisent le méme
morphisme 5 5
(F*(x, F.u), d) — (H*(X, F,V),d)

au niveau de la cohomologie. En particulier, si U/ et V se raffinent mutuellement, |'application
ci-dessus est un isomorphisme.

Définition A.5.5. Soit U/ = (U;)ie; un recouvrement de X. On considére le morphisme
d’augmentation 5
€: ‘F(X) — CO(X7F7U)7 f — (f\UJiGI-

Ce morphisme s'insére dans le complexe de Cech
0 — F(X) - COX, F,ul) 2 CY(X, F,u) 2 ...

pour donner un complexe appelé le complexe de Cech augmenté. On dit que U est F-acyclique
si ce complexe est exact, c'est-a-dire si £ induit un isomorphisme

F(X) = H(X, F,U)

et sion a 5
H*(X, F,U) =0
pour tout k > 0.

Lemme A.5.6. F est un faisceau si et seulement pour tout ouvert U de X et tout recou-
vrement U = (U;);e; de U par des ouverts, |'application induite par &

F(U) = BU, F,U), s (s,

iel
est un isomorphisme.

Démonstration. On a
ﬁO(U, ,F,Z/{) B {(Si)iEI & H.F(Ul), VZ,] el (Si)i,j B (Sj)i,j < ./T'-(Ul N UJ)}
i€l
donc le lemme n'est qu'une reformulation de la condition de faisceau. O

Remarque A.5.7. Par [14, Chapitre 0, (3.2.2)], il suffit de vérifier le lemme A.5.6 pour
des ouverts appartenant a une base d'ouverts B et de recouvrements formés uniquement
d'éléments de B.
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Lemme A.5.8. Soit U et V deux recouvrements de X qui se raffinent mutuellement. Alors
U est F-acyclique si et seulement si V est F-acyclique.

On fixe un autre recouvrement V = (V;);c; de X. On souhaite comparer sous certaines
d'hypothéses de F-acyclicité les groupes de cohomologie (}VI‘(X7 F.U), d) et (ﬁ]'(X, F. V), d) .
Pour cela, on utilise un complexe double

(C**(X,F,U,V),d)

construit a partir de (é’(X, ]:,Z/{),d) et (C"(X, F, V),d). On renvoie a [3, §8.1.4] pour les
>

détails. Pour tous p,q > 0, (ig, .. .,ip) € "™ et (jo,...,7,) € J7' on note

Ujo....5. = (Ui N Vi s )ier

et
Viewosia .= Vi Ui jer

0s-+yp

qui sont respectivement des recouvrements de Vj, ;. et U, ;. On a les résultats suivants.

Proposition A.5.9. On suppose que U}, .. j, et Vi, i, sont F-acycliques pour tous p,q > 0
et tous (ig,...,i,) € IP* et (Jo,...,J,) € J9T. Alors il existe un quasi-isomorphisme

-----

(H*(X, F.u),d) = (H(X,F,V),d).
En particulier, U est F-acyclique si et seulement si V est F-acyclique.

Proposition A.5.10. On suppose que V raffine U et que V;, . ;, est F-acyclique pour tous
p=0et (ig,...,i,) € IPT1. Alors U est F-acyclique si et seulement si V est F-acyclique.

Proposition A.5.11. On suppose que V;, ; est F-acyclique pour tous p > 0 et pour tout
(ig,...,i,) € IPT1. Alors le recouvrement de X

UNY = (U, NV))ierjes

est F-acyclique si et seulement si U est F-acyclique.

A.6 Localisation selon une sous-catégorie de Serre

On renvoie a [33, Tag 02MN] pour les démonstrations.

Définition A.6.1. Soit A une catégorie abélienne. On dit qu'une sous-catégorie pleine non-
vide C de A est une sous-catégorie de Serre si pour toute suite exacte dans A

A—-B—->C

avec A,C' € C alors B € C.

Lemme A.6.2. Soit A une catégorie abélienne et C une sous-catégorie de .A. Alors C est une
sous-catégorie de Serre de A si et seulement si toutes les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) 0 e C.
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(ii) C est une sous-catégorie pleine de A et si X € C et Y € A sont isomorphes dans A
alors Y € C.

(iii) Tout sous-objet et tout quotient d'un objet de C est un objet de C.

(iv) Pour toute suite exacte dans A
0—+A—=B—-C—=0

avec A,C € C, on a B € C (autrement dit, C est stable par extension).
De plus, une sous-catégorie de Serre est une catégorie abélienne et le foncteur d'inclusion
C — A est exact.

Définition A.6.3. Soit A, B des catégories abéliennes et F' : A — B un foncteur exact.
Alors la sous-catégorie de A formée des objets C' € A tels que F/(C') = 0 est appelé le noyau
du foncteur F' et est noté ker(F).

Proposition A.6.4. Soit A une catégorie abélienne et C une sous-catégorie de Serre de A.
Alors il existe une catégorie abélienne A/C et un foncteur exact essentiellement surjectif

F:A— AJC

de noyau C. Le couple (A/C, F) est caractérisé par la propriété universelle suivante : pour
toute catégorie abélienne B et tout foncteur exact G : A — B tel que C C ker(G), il existe
un unique foncteur exact H : A/C — B tel que G = Ho F.
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